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Kette verdnderlicher Linge

Zusammenfassung s

In dem vorliegenden Bericht wird gezeigt, daB man die trans-
versalen Schwingungen einer frei herabhdngenden schweren
Kette, deren Lénge sich in beliebiger Weise verdndert, in
geschlossener Form (bestimmtes Integral) berechnen kann.
Ausgehend davon wurde ein relativ einfaches Rechenprogramm
fiir die digitale Rechenanlage Zuse Z 23 aufgestellt, und es
wurden damit eine Reihe von Schwingungen berechnet. Auf der
.anderen Seite koOnnen solche Schwingungen auch recht einfach
experimentell untersucht und in Zeitlupe gefilmt werden.
Das wurde ebenfalls ausgefithrt, wobei sich eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den theoretisch berechneten Schwingungen
ergab.

Resultierend aus diesen Irgebnissen ergeben‘sich noch eine
grofe Anzahl weiterer Probleme, die in diesem Zusammenhang
von groBtem Interesse sind, Besonders sei auf die Frage der .
~ Stabilitat solcher Bewegungen und auf den Zusammenhang mit
der Charakteristikentheorie hingewiesen., ‘
Der vorliegende Bericht ist bei der Fakultit fiiv Maschinen-
- wesen-der Technischen Universitat Berlin als Dissertation
.eingereicht worden. ', N ‘ :
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1.  Einleitung und Aufgabenstellung

Daélvdrliegénde Problem gehort in dié Klasse der rheolinearen

Schw1ngungen. Man versteht darunter die Schw1ngungen von oyste—f
men, ‘die ‘einer zeitlichen Anderung aucgesetzt sind, Allgemeln be~
zeichnet man eln System, in dessen Gleichungen die Zeit expllzlt
auftritt, als rheonom, Im Gegenuatz hierzu beschiaftigt sich dieg
kla381sche Schw1n?ungslehre in der uberw1egenden Zahl der Tdlle

‘mit skleronomen Problemen. Von rheolinearen Systemen spricht

man, wenn die Be21ehungen fur die. Dampfung und fir die Ruckstell-

‘kraft linear 91nd

Beis.den rheollnearen Problemen kann die Zelt auf sehr verschle-
dene Art exp11z1t auftreten. Und zwar glbt es elnmal den’ weitaus

bekanntesten Pall daf dle Zeit in der leferentlalglelchung exX~—

plizit in Erscheinung tritt. Insbesondere -ist die Hill'sche Dif-
ferentlalglelchung, in der dle Zeit als perlodlsch verdnderli-
cher Koeffizient vorkommt, sehr bekannt, und es glbt eine umfang-

'y pelohe Literatur Uber die Logung solcher‘leferontlalglelchungen.

Der andere Fall ist nun der daB die Zeit in den Rdndbedlngungen
auftrltt Hierzu glbt es elnlge wenlgg Beispiele, die blsher mit
Erfolg gelost worden konnten. G.F. Carrier [2] untersuchte die
transversalen Schwingungen einer -schweren Kette; deren unteres

' Ende frei herabhéngt(und die mit konstanter Beschleunigung aus
der Offnung herausf11e8t, sowie die DCthnﬁangen einer Saite, de-

renieine Einspannung mit konstanter Geschw1nd1gke1t langs der
Saitenachse bewegt mlrd, s0 daB sich die Saite verldngnrt

G. Donath [3] untersuchte die«transversalen.Schwihéungén éines
in Langsrichtung durbh zwei“feste Zinspannungen bewégten_Stébes,
und P. Matthieu [1] behandelte den Falleines.gespannten Treib-
ricmens, der zwischen zwei Rollen l3uft. Der Treibriemen wurde
durch mathematische. IdpaliSiﬁrung reduéiert auf eine Saite, die.
mit konstanter Geschw1nd1gke1t durch zwel feste Endpunkte bewegt.
wird, ‘ ‘

Ein Weg zur Berechnung der longitudinalen Schwin¢Lngen‘v0n For-
derseilen mit angehiangter Llnzellast wird in dem Buch von Savin

: und Goroshko [4] angegeben.
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» - In der vorllegenden Arbelt soll nun gezelgt Werden, w1e ‘man dle

'transversalen Schw1ngungen einer schweren Kette veranderllcher~
, Lange deren unteres Ende frei beweglich ist, ‘berechnen kann.
Wie spater noch sehr leicht zu ersehen ist, gelten alle Er-i ¥
gebnlsse . auch fiir den Pall dabam Ende der Kettc noch’ elne. 
,,EinzeimaSSe angebracht ist. Solche T ettonprobleme treton in, ,
der Praxis in mahnigfaltigor Weise~ auf und gaben den AnstoB zZu
fdleser Arbelt Man denke hier nur an ein Hubseil €ines Turm~h ‘
drehkranes, das mlt einer: Last nach unten abgelassen oder her-,
aufgezogen w1rd ‘ ' ' ‘ ’

2y Herleltung der lefenrentlalglolchung und des allgemelnen
Losungslntqg;als

Vorweg soll an dleser Stelle dcr Begrlff der 1deallslerten '
schweren Kett& elngehender deflnlert werden.: ian hat sich unter
elner schworen Kette ein Gebilde vorzuste]len, daB aus uncnd—
lich klelnen massebeha¢teten starren Kérpern besteht, dessen
»Glleder mltelnander dur ch rplbunwslose Gclenke verbunden: s1nd
([15] S. 179) Eine solche schwere Febtﬁ hat also keine Biege- .
stelflwkelt AuBerdem soll fir ale folgende Berechnung der‘ .
schw1ngenden Kette dle sehr kleine rotatorlscho Traghclt der
elnzelnen Kettenelemente Vufh&Chl&SSlgt Werden.i

Nlr Wollen nun den allgemelnen Fall einer frel schw1ngenden
Kette mit ungohangtﬂr Elnzcllast am Lndv betrachupn, die sich
~in elnem Inertlalsystem befindet thrt man ein kettcnfestes
_Loordlnatensystem X,y cln, das seinen- Ursprung am unteren Ket-:'
tenende - hat, so erhblt .man gemaB Abb.. 2.1 mit dcm '
Newton schen Gesetz fur ein - .. x bl ‘
PP PE eI rITE

P+d_17
[ xwax |

A1

y < Abb. 2.1.

Ve



‘Massenelement pdx

ax 2% (P & dP) ‘"—IX—‘ - P r-fl (2.1)
_ 3T . g x4+dx
‘ ;
wobel p. die Massenbelegung pro Lanwen 1nhe1t und T dle Zelt

51nd
Mit
P =pgx+ m g ‘ B ' (2.2)

und mit der Taylor—Entwicklung

Y]

riﬂ : .

Fos 1“a,x*x+dx ""?c : x’-

_\lp..

+ SO0 ¢+

R

erhalt man unter der Voraussetzung kieiner AuSlenkungén die
Differentialgleichung der Bewegung der Kette zu

- -. JLTE - P Bl
o M3y my 3"yl ,
L= g s+ (m3) —g | (2.4)

Fur den Fall daB kblne “1nzelmasse am Rettenende vorhanden 1st
‘lautet demnacb dle leferent1a13101chung )

X a-—- ! 1-. \\ i . .' 3 "

Dlese leforentlalglelchung wurde in dleSbr Form schon von
Burnoulll F101 angcgeben. Die Glelchunv (2.5) erhilt man auch
oofort aus Glclchung (2.4) durch dlo Transfoxﬂutlon o

x +2=u, . ‘ . (2.6)

Uga,

wobeil manvnach der Transformation wieder .fiir u = x zu-sgtzen
~hat. E g

Venn man also die Bewegung einer Eette ohne Elnzollast kbnnt,

80 bedarf es nur der Transformation (2.6), und man kann auch

die Bewcgung einer hetto mlt einer angph{ngten Tinzelmasse be-
rechnen.
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‘Mit der weilteren Transformation

-\/;iol"r. .

L e

wollen wir Gleichung (2.5)'in”die‘enﬁgﬁltige Fbrm’_ cor
2 "l
9 '—»2; + x 3—% bzw. (2.8)
ot ’ X
2 | |
2 - T - 1 2 ‘ : : .
T X k& X b : ‘ (2.9)

bringen. . =

Die Ldsung, der leferenflalglplchung (c 5) und damlt der Glel-
chung (2.8) fiir die skluronom*n Randbedlngungbn

’ ry (x,‘r)W | .s o oEe '“i " .(2.105
) : 3 . :

g

und

Ly el - © fyx <x,7>7 a1
% o= O » x =.0 ‘
ist bekannt und fuhrt auf ein ngenwertproblem, dessen leen—'
werte die Nullstellen der Bessel'schen Funktlon nullter Ord- -
nung sind [117 e , " ' :

: Mit Hilfe der LaplaceuTransformatlon 1st es mogllch fiir die-

im folgenden zu untcrsuchende. Diffe rcntlalvlelchung (2.8) die
allgemelne Losung in qorm von - -bestimmten Integpalen mit zwei - I .
- willkiirlichen Funktionen anzugeben, wobei diese Funktionen ein—.. ..
deutig aus den Rand- und Anfangsbedingungen zu bestimmehfsind.

" Die spezielle Laplace~Tr nsformatlon soll so angosctzt werden,

daBl die Variable, h1n81cht11ch deren die Transformation VOrge—
nommen wird, diec Verdnderliche t sein soll. Die Variable x ist .

- dann beirder,Transforﬁatibn cin Parameter. Damit kann man alsgo die
Laplace~Transformatiopvin’deerorm [45Y - ‘ o

i g
LIy (x,%) = p'e
O.

Fie
/

DY y(x,t)dt = T (pyx) o (2a12)



L

séhreiben. Hs wird durch diese TraﬁSformation die s ogenaante ,
 Obérfunktion y(x,t) im Oberberelch in die Unterfunktlon L(P,X)
Cim Unturberelch ubbrfuhrt (F457 S. 56) ‘

;'Fﬁr'die Laplace—Transfor ation dér Differontialglpichuhg'(E 8)
ergeben sich die Laplacb~Trﬂnsformatlonen der drei nblelbungen \
g’ ([’1)7 8. 55)

et -3%7= -p Ty (00 ], + por X (pyx)icoir (2093)
g o 1T g g
3 or: : e,
L - = f—% - P [y(x,t)]‘ r+‘p2" Y(p,x) ,
at =CY5=0 ‘ - £=0 ‘ :
Ee | _ | (2.14)
‘und mit dem Vertauschungssatz ([14] 5.170) ist -
d 3 aT(p,x) ‘ | . |
L L= 2 Iy (x,t) - _.¢_(p} :,yz "y (2.15)
}m.d‘ | !
o . R O . e
5 &3 » -5-2,2 1y (x,5) = 92_1’_(%3{.)_ (2.16)
3K DX o dx”™ . i ;

_ Damit entspricht der Differpntialgleichung (2.8) im Oberbareich
~die Differentialgleichuna N

2 . ' ‘ .
@y axl 2y T i B Tpetmat)] o e »
“+ =3 L A vl 5 SR N
% a;;ﬁ;_» TRk IREETAES: y(’)-ﬁtzov” 7)

im Unterbereich, Diese inhomogenezgewdhnliche Differentialglei-
chﬁhg zweiter Ordnung im Bildraunm soll dadurch gelost-werden,
~daB im folgendgﬁ zuerst die homogene Differentialgleichung

. 4y v

dx™
'eﬂtsprechénd den triviaieﬁ Anfangsbedingungeh

Ty@aEn] =20 - (219

L o



F;Q' =0, - L. (2.20) -

bearbditet wird, und dann durch die Variation der Konstanten die
1nhomogene lefbrentlalgleichung aufvelost w1rd Danach hat man
die Laplace-Transformatlon ruckpdn@1g zu machen und muf dannr
die Losung den Rand~ und 'nfangsbedlngungon des Problems anpa
sen,

TEs hat sich gezeigh, daB die Auf 18sung der homogenen Diffe-
rentialgleichung (2.18) bedeutend einfacher ist, wenn man. zuvor
die Tgansformation | '

o

_ durChfﬁhrt, so daf die Differéﬁtialgleiéhung (2.18) die Gestalt

5

S Flarfreo R
bzw.
4%y 4y |
p E:g + & g 0 \ (2.23)
annimmt,

Zunichst soll die ailgeméinere-Difforeﬁﬁigigléicﬁﬁhg

~ untersucht ﬁerden,lwobei dann spiter fiir die Lésung’dér Dif~
ferentialgleichung (2.23) a = 1 zu sctzen ist.
: « & ' \

Boole [57] gibt einen Veg an, wic man fiir die gewShnliche Diffe-
rentialgleichung ‘ : ‘

5 &5+ -¢cEg¥Y=0 . - (2.25)
" ag at

das allgemeine Integral in Form von bestimmten Integralen ({127
S, 246) finden kann. Bevor nun fiir die Differcntialgleichung

- (2.25) das bestimmte Integrai abgeleitet werden soll, ist es
sehr zweckmdBig, einige allgemeine Zusammenhénge lber das Ver~ .



g r
"fahren der bestimmbten Integralé vorwegzunehmen.
Es 1iege eine.gewéhnliche‘Differentialgleichung der Form

- n~1

: n' S PR e oy By
| (a 4 y) + (atb,x) ST 4 L+ (b x)y = 0 (2.26)
: ax™ _ dx no.n : LA

vor, die man auch unter Vurwendung der Oppratorenschr61bwelsu
'in der.Gestalb ’ i

“d~. SR Y AP ‘ 573
¥ <a-3-c'*y‘+‘X QO"\'d—;‘::\’y =0 | - 2L (2‘d7>

schreiben kann, wobei o und Y ganze rationale algebraische
. Funktionen von der n-ten Ordnung sind.

© Es ist also

an d x N~ Sty AR R .
o N Y = b, + b, «—N»Y e D= o(®)y. (2.20)
- Je _
iy : e ax™ . -
Um die leferontlalglelchung (2.27) zu losen, machon wir in

~Form einer allgemc1nen Laplace~Transformatlon den Ansatz-
- [T . aw, (2.29)

~wobei T nur eine nunktlon von r, aber nlcht von x sein soll.

'Dle Form der Funhtlon i und die IntegratlonsgrenZLn, die unab—
hanglg von X vorausgcsctzt werden, sind dadurch zu be snlnmen,‘
daﬁ man diesen Ansatz (2 29) in die leferentlalglclchung (2. 27).«
einsetzt.

Es‘ergibtlsich‘

, [ : : : , L
T (@) s mar 4 [xFT L g(x) s mdr =0, (2.30)
Der zwelite  Ausdruck geht durch partielle'lntegratioh ﬁber in

%6 o(r) T ar =] ™ w(r) T | L'j- éL " o(r) TJ ar, ) (é.Bﬂ)

bl 5

|

und damit wird die Gleichung (2.%0)
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N

xr (d Jie | :
Kl ORI j ~5 E) T] (o) T Jar =0, (2.32)
wobei das ersﬁeAGlied zwischen den noch unbekanntén Grenzen zu
nehmen ist. Diese Gleichung.(2.52) ist aber sipha:‘erfﬁllt,'wennf
L [cp(r) Tj’—’ ¥W(z) B =0 s, (233

' setzt fir alle Wertc r 1nncrhalb des Integratlonsberplches und
wenn auBerdem e s

| & o(z) T | =0/ | . (2.34)
fir die noch unbekannten Grenzen ist.
Die Gleichung (2.33) ist.demit zur Bestimmungsgleichung fﬁf die
angesetzte Funktion T gewb;den, und aus der Gleichung (2.34)

kann man die entsprechendqgIntegrationsgrenzen ermitteln.

bchrelbt man dle GlblCthg (2 5) 1n der Form.

[“f’(r) T' B c‘p‘é’"} ' m(r) T =0 / . @%)

so ist das elne gewohnllche llneare Differentialgleichung
erster Ordnung fiir die unabhingige Ver@nderliche o(zr)-T.

Fir die Differentialgleichung
a e . R
E% + P(r)y =Q(r) | ( 56)
 1st die allﬁ»melne Losung
-lpar  -lpar , ‘mar

L ¥= A '-Q'”. et e gQet _df.'_ f"'ig(2.57)-v

- Ein Verglelch der Glelchuna {2, 96) mit der Glolchung {2; 35) er-
glbt daB

e WA B R e ey

ist, so daf sich als Losung der Gleichung @.35) ergibt



L e O
o(r) T = A y g? UL . - (2.38)
alsd ' '
. Fy(r)
,m(ri dr _ ,
T o= A, | SUCR .

Wobei‘A.eine willkiirliche Konstante ist., Damit ist die,
Funktion y (Gleichung (2.29)) .

(r% '

| v “rexr+}m = dr N : |

y o= A S T | ©(2.40)
bekannt, wobei die Int@grationsgrenzen'aus“der»Gleichuﬁg (2.54)

zu bestimmen sind, Setzt man in Gleichung (2.34) die Funktion T
gemaB Gleichung (2.39) eln, so lautet die Bestlnnunwsglelchung

- fiir die’ Intevratlonsgrenzen

rv
JEE o

w(r)

xr

T - () &

A

i

béwl”
| ‘ X ,O(i dr‘ | o )
=0 . (2.41)

Vorquascbzungsgemaﬁ so1lcn dle Grenzen undbhan gig von x sein, ,
In dem Buch von Forsyth ([121 S.¢ 240) erd ganz allgemein ange-
geben, wie man aus Gleichung (2. 44) die IntCQratlonsgranzcn er—
-hdlt, Dieses allgemeinste Verfahrcn schlieB% auch dlo Grenzen
"eln, welche man errechne?b, indem man dlu von X unabhangl en Vrur—

xr’#-‘f? i),dr a - :
FrEBE

bestimmt, Flir diese Grenzen ist die Glcichung‘(2 41) euf Jeden

zeln der Gleichung

Fall erfullt, urgoben sich damit n lineagr unabhanglve partiku~
ldére Losungen, wie marn sie fir die leferentlalgl lchung (2.&7)
bendtigt, 80 genligt dlese Art der Bestlmmung der Integrations-
grenzen aus Gleichung (2.42) vollauf.
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 Hach d:esor Vorbemerkung besteht nun die Aufgabe, die allge~,,

meine Losung fiir die Dl;forentlalglelchunp (2 24) mit Hilfe von
bestlmmten Integralen zu berechnen.,

Diese Gleichung ist e1ne gewohallcho leferentlalglolchung Zwei~
ter Ordnung, flir die e's zwel lineare unabhan01gc Looungon Y ge-
ben mull, ‘

- Mit der Abkirzung

lautet diese Differcntialgleichung

. a%y ay

s g-daro T e

Das ist eine leferentlalglelchung in der Gestalt von Gl@l~~ .
chung (2. 26) und (2, 27), flir die’ gllt

o(r) = =, < q2 : o | {3-“5)'
A =t w L ) (26
. Damn ist ‘ |

{‘@(r dr_ j a‘“’(';sdl‘ .—2 ln (r —q ) 5 . | (2.-‘-!»‘7)

’und somit ervlbt sich gemaB Glelchung (2 AO) |

| %r (r2 q2)2~1

mit den Integrationsgrenzen, die man,aus der Gleichung
v _ a ‘
Vg -" - A u; sl RN s SN
e Ry (r2~q2) | : - (2.49)

' 'ehtsprechend derwGleiphung‘(2,42):§rﬁ§lﬁ“
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' Da filir unserén Fall a positiv. ist, ergeben sich unter dieser
. Voraussebtzung zwel Wurzeln der Gleichung (2.49) zu

:r::'—l-_q_‘ v und = =-0q : (2-505.

Vienn & > O ist, so ist

r = - = eine dritte ¥urzel und - (2.51)
wenn E < O ist, so ist
s

'+ o eine dritte Wurzel. = = (2.52)

Da  wir in jedem Fall drei Nullstellen der‘Gleichung (2.&9) ,
‘haben, kenn man jeweils zwei linear unabhingige pertikulire
Losungen angeben, so dafl sich fir das allgemeine Integral er-

gibt: o ‘ . ‘ ‘
Bei & >0
% q da- ' R T . -
T =4 [(2%q®Z . Tdr 4B [ (2%0®® . &5Tar (2.53)
.;q . ’ -—Cd 2
bzw.ibei €'<.0 
S-S do o cdoa P
¥ = a (@D - 6%ar 4B [(Pa® ¢ eSTar L, (2.5)
", 4 FRLETE | ¥

Um diese Losung weiter zu veréinfaChen,‘soil die Subgtitutién:
T = q cos 9 ‘ o - (2.55)

eingefﬁhrt werden, wobel 8 die neue unabhidngige Verénderliqhe'
- sein soll, Setzt man Gleichung (2.55) in-das erste Integral von
Gleichung (2.53) ein, $o erhilt man '

- o %a—ﬂ R .
r : 3 )
'Yq = A J(q2c0528~q2) : egqcosa(eqs1n9)d9,~

¢ ™ ‘ Y ko . # n e ¥ ' o i
T, =-8c® [o259090 (oin 0)%T a0, (2.58)



Da g vorsrst .ls Tonsbante betrachtet werdem soll, ist

o AT ) , ' JETRPN &
103qu°°s ® (sin 8)*" ao R (2.57)

einevpartikuiére'L6Sung der Differentialgleichung (2.44))

Das zweite Integral 1aB8% sich nicht ohne weiteres mibt dexr -
Substltutlon (2.55) unformen, da es fiir die Grenze -~ kein ent-
sprechendes 8 glbt Daher soll versucht werden, auf einem ande—

ren Weg eine zweilte linear unabhanglgc Losung der leferentlal-
glelchung (2.44) zu flnden. '

Mit dem Ansatz
Tag™ oy ~e(2.58) E

und der neuen abhingigen Veranderllchen v ervlbt smch dle le-
ferentlalglulchung (2.44) in der Gestalt

E %EE (2 = a) H-o%v-0. _.f R

Bin Verglelch mit der le?erent1a1g161chung (2 44) zelgt sofort,ﬁ
daB sich diese beiden: Gleichungen nur dadurCh unter "helden,

daB fir den Faktor a in Gleichung (2 44) der Fakbor (2-a) in

‘ Glelchung (2.59) steht.

- Da die Gleichung (2.57) eine partikuldre Losung der Differen-
tialgleichung (2.44) ist, kann man also sofort auch eine partl—
kuldre Losung fir die Glelchung (2. )9) an"eben

. =B fqu°°99f(sin'e)1*a as. R (2.60)
2 20” . o : : .
'Wird die Transformation (2.58) .rickgingig gemacht, .so wird
. B 1 e w b . : :
, wn [ 3 —a :
Y, = O, 5172 1685€08 8 (gipn )2 g8, . (2.61)
2 2 o’ : _ ,

Durch die Rﬁcktransfqrmation geht die Differenﬁialgleichuﬁg (2.59)
" wieder in die Differentialgleichung (2.44) iber, und damit ist
Yé eine Weiteré_partikulérc'Lasung‘der eigentlich interessieren-



.};‘—‘15.;>

den leferentlalglelcnunb (2 44), die 11near unabhanglg von der~

n‘vrsten Losung (2 57 1st

™ T

. Das allgemc1nb Integral der leferuntlalglelchung (2 04) 1st »
. demnach ‘ ‘ ‘

Y = 0, 235908 @ 5342 T5.a0 + 0, 7178 [035908 BginT-84 , (2.62)

‘q . STV S o’

 D1e Nullstellen der Gleichung (2 49) hatt CnyWir.unter:der Tor-
v aussetzung a >0 bcetlmmt : LSRR T

- Ganz analcg ‘mufl demnach fiir die lefcrentlalglelchung (2, 59)

die Torderung 2-a > 0 erfiillt sein, damlt wir das entsprachende

partlkulare Integral von der. lefcrentlalglelchung (2.44) Uber-

0 ¢ a ('2.

A nehmen konntan.‘Demnach.gllt,dle allgemeine Louung (g.6,)_¢ur
fiir. | SR | I '

Um dle Losung der leferentlalg101chun@ (2 23) A flnden, 1st

.

zuerst ..

" (0.'», | L v 1 " a—j

zu Se‘bzen:.
Y = lim gfqu °08 Al ¢, 5in® g + C, (& sin e)?*aJaeg " (2.64)
Ca1 o | SO T ) -

Trsetzt man die Konstanten C, und C2 durch die neuen™ -

| 5 ‘

G sdtgm, oo BET

- B, | o

Cg==g o8

S0 ist' :
™ ‘ A - |

T = 1im § (9% ©08 8 [y gin®T5 4 3 To-(g sin 9)7 Jd9§(2;66)
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‘Wie man SGhr leicht mit der Régel'von L'Hospital zeigen kahn,‘ist

a1

-0

. a-—’lv ‘ 1-a ; N o o i
lim S48 eazq(r sin 6) = 1n (& 51n2 9), (2.67)
so daB sich fiir Gleichung '('2;6'6_) ergibt
"Mqg cos 6 [ g2 |
Y = e BBV }3,I In (8§ sin® e)jds;‘ ' 0 (2.68)"

Diese Glelchung utellt also die allgemelnc Losung der lefbruntlal~
gleichung (2.23) dar. Es milssen nun im n#chsten Bchritt die Trﬂns~ ‘
“formationen (2.21) und (2. MB) sowie die Laplace—TrQnsformatlon rlick—
ganglg gumacht Werden. :

' Dis beiden ersten Transformatidﬁen ergeben

Y (p,x) 2 f§‘°°s op LA1 + B] 1n (f% sin® H)Jdﬁ ; "(2459)
o’

- Diese allgemeine Losunv (2; 69) dcr homogcnen gewohnllchon Differen~

“tialgleichung (2.18) gilt nur fir die trivialen nfangsbedingungen

(2i19) und (2.20). fus diesem Eraebnls erhdlt man aber sofort durch

Variation et honstanton die ullgemelne Losung der 1nhomobunen le—

_ferentlalglelchunﬂ (2.17) fiir belleblg“ Anfangsbedlnﬁungen zZu

Y (p, x) 2 f§'cos qp ﬁ (p,x) + B, (p,x)-1n (Ix sin® e)Jda,(2.7o)
0’ _ o, ‘ . .

Die Riicktransformation der LaplaceéTransformation kann man in der .
"Form [13] . ’ ;

¥y (x,%) = ™1y (p,x) ‘(2.71)
‘ e :
v Goe) - 2;7.{ [ H2ax) PP gy (2.72)

schre1b°n. Damit crglbt sich fiir den ersten Summanden der”Gleibhung

(2.70)

o E ,r‘ieo rn o :
7y (0®) = gy [3 6P (2100 0 o asep 2.7
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bzw.

’ '.,-'ﬁ ’

_ yq(x t) b zﬁl I 1 (t+2 f-cos é) A4

(pyx) dp de. % R2APR)
Mlt der,zWelnen Vbrschiebungsregellvon'Heaviside ({15] 5,20 und
8. 307) erhilt man deraus sofort das Irgebnis ‘ e “ref

'.yﬂ(x,t)f=¢§® (t 4g2'r§'bos 9) ds - , .« K2TBY-
und'mit der ganz entsprechuﬁden ;awendung der Rﬁcktransformatibh

auf den zweiten Sunmanden’ ‘der Gleichung {z. 70) erglbt 31ch die
allgemﬁlne Losung der leforentlalglelchung (2 8) ZU

y(x t) = } [@ (t+RT* cosh) + Y(t+2f" cose) ln(f? sin 9)}du (2 76)
Die belden allﬂemelnen Funktionen © und ¥ sind, wie schon ge~"

sagt wurde, den rtheolinearen Rend- und ‘nfangobedlngungen des
Problems anzupussen.

Fir die Welteren Rcchnunnen hat es sich gezelgt daB es sehr
vortellhaft 1st fur das Argumunt der Funktlon © baw. ¥

z2(t,x,8) =t + 2 filcos 8 st R -5
zu setzen, so daB man also schreiben kann

)

7(x,8) = [ o (2) + ¥ (2) 1n (X sin®e)fas, | (2.78)

i Formulierung‘derlRand—-und Anfangsbedingungen

Wir wollen nun von skleronomen zum rhcollncaren Aettonproblem
Lbergehen. Zuerst soll der Fall untersucht Werden, dal sich in -
~einem Inertialsystem eine fréi herabhingende Kette ohne @inzel~
masse am Ende mit konstantcr‘Geschwindigkeit ¢ aus einer fest
‘mit dem:Raum verbundenen Offnung hcruusbewegt Hierfir sollen
‘die transversalen Schwingungen berﬁchnct Werden.s

Sowohl der mit der Offnung verbundene Raum als auch die mit
konstanter Geschwindigkeit bewegbe Kette stellen Inertialsysteme /-
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.dar, Deher ntsprwcht nach bekannten Goscuzen {iber Inhrtlwlsyste-~

me, der betrachtete Fall auch der trunuvorsaluﬁ,BvWOVung einer

in Bezug auf den Raum ruhenden Kette, deren Lénge sich dadurch
gve%groﬁert daB die Of;nung mlt konstdpbur Geschw1nd1ykelt e -

nach oben beant wird..

Im folgenden soll immer der letztore Fall ‘betrachtet werden,,
.wobel als hoordlnatunsysbom ein ketcenfesb s'x—y-system.mit

 dem Ioordlnatenursprung em Kottenende vcrw\nget wird. Das be-

déutet daf die. lefercntlalglelchunn in der Form (2.5) bzw.‘;
(2.8) auch fir die nit konstanter Geschw¢nd1bL01t Vorl?agurto
Kette gilt, nur die: Randbedingungen' dndern sich gegnnubor der
- Kette mitAkonstanter Lénge.

Dle Randbodlngungon lauten fur die bewegbe Kette ohne Finzel-
masse am nde, also fiir die: lefercntlal l» ichung (2.5),

L:Y(X‘)T)_} 0 » ‘ : | ' | (5-/‘)

X=CeT -
und

-

‘yﬂ@ 2l

n .

gy (x,0) iy (3.'2)
_({ O % X ’ J’"’"O 4 ¥ )

Die vollstandlg= Festlegung eines Problcms kann ZsBe durch dle
nachstechenden Anfangsbedingungen erfolgen: ‘

| 7(x,1) = T (x)
- =T ; Ko 3
. 0¢x <1, (3.3)
Fx)| . =§ (). ~.
T=T ad FE . 4
o \
tus der Bezishung.

"0 0

kann man fir eine bastlmmte Anfdnpslange l der Kette und fir

eine gewisse Geschwindig skeit c don Anfungszultpunkt 70 ermlutoln.
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Da es s1ch gezelgt hat dall es bedeutcnd gunatlger 1st, mlt der
‘lefurpﬁtlalglcjchung (2 8) zu arbclton, soll le Transformatlon,ﬁ,‘
(2 7) mit dcr ébkurzung ' ' :

B N ¢ 1)
4 - ‘ g | : P
auch in die Rand-~ und infangsbedingungen vlngefvhrt weraen. |
- Dann leuten die Randbedingungen (3.1) und (3.2)

7 6] o T (3.8)

X=2a.

und

Ve (X8) 0, v - (3.7

Eytt (x’t)]#~0 ¥x=0

| Wahrcnd dle &nfanvsbcdlngvngen ().5) dlb Gestalt

7 <u,t>J

]

.T{(X)Jf f (x)
0 x €1, (3.8)'
e "ﬁ () = 8(x)

i

7 (x,t>]t_
. 4 o | 5
annehmen. Sowohl dic Anfangsauulonﬁunw £(x) als auch die4‘nfangs-
geschwindigkeit g(x) der XKette sind frei wéhlbar, wobel sie aber
in jedem Fall die Randbedingungen erfullen miissen.
Déf Anfangswert to crgibt sich aus dem Anfangszeitpunkt Ta und
, der Ltnfengslinge lo AL ' \
’ i

\ E "to = —59- M - ; o (509)

Nachteilig ist natiirlich im Moment, dal die Gréfen a und t
nicht direkt eine Geschwindigkeit bzw. cinen Anfangszeitpunkt
dzrstellen, aber beide GroBen sind direlks proportional zu den
wirklichen Werteh. Zur Vercinfachung sollen daher auch die

8 GroBe a als Geschw1nd1gkc1t und die GroBe t als hnfangszelt—_

punkt angesprochen werden, wobel aber fir nraktlsche Belspie~
le immer die Beziehungen (3.5) und (3.9) zu beriicksichtigen
sind.. '
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/"Eg Besteht also im nachfolgenden die Aufgabe, die Lésung (2.75)~

'”Tder'Différentialgleichung (2.8) den oben genannten Rand- und An-

, fangsbedingun?en anzupassen. Zuerst soll gezeight werden, daB
" aus der Randbedingung (3.7) folgt, daR die Funktion ¥ = O sein
' muB. Setzt man die allgemeine Losung (2.76) in die Randbedingung
(3.7) ein, so erhilt man - ' )
: [ojm"(t+2f§b039)d9+on”(t¥2fEbose)'ln(fibinze)dejx=o (3.70)

; TT‘.' : ‘ § 4w “ : A | . .
= [%%ugcos%~@'(t+2f§bose)d9 +-f%ijcose-Yﬁ(t+2f§cose)“ln(f§%iqge)de

; TH, < S a
1 f : : '
4w | ¥(5+2{X cosp)dn e
2-':d _ . ]x=0
Durch partlell@ Integratlon des ersten umnandén der rochbten
'~ Seite der Glelchuas (3. 10) ceht dieselbe uber in

17 T

r Jm"(t+2ff cos' 8)ds + §Y”(t+2f§_cose)'ln(ﬁ§'sin,B)dB]
Lo . A o’ Nty X=0

=

/ A ;A ) ,
2 rsinaesm”(t+2ff'cos6)de 4wt | ool ey (t4+21X cos 8):
J =g

=

I

e 1n (fﬁ'singe)de +A%§ {Y(t+2f§'cbs a)dﬁj . : T
’ o . SEG T, o=} :
' Da nun
to" (b + 2 X cos 8) = ot (%) - (3.12)
- " g P sl ’

eine Konstante‘bezﬁglich der Variablen 6 ist, sind jeweilé die
ersten Summanden der linken und rechten Seite der Gleichung (3.11)
einender gleich: ey v, ‘ = e b E
- ' ' gt g el S " -y
L jm"(t+2f§ cos 6)ds - 2 31n20 M”(t+ fh_cos Q)dB] (3.1%)

g - | 6 ‘

T P . , . ' o B

= | [cos 20+ 0" (t+21% cos e)daj"' = 0.

=6 i s £URT x=Q - -

o
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o ‘.

Damit'vereinfgcnt,sichVQie;Gleichung (3.11) zu

Y"(t) lim ln (fi sin e)dq = ¥'(t) lim %%.écoS'ﬁ-ln(fE'sin29)d8‘
N R | x0 84 0 S
+ & v(t) lim . (3.1%)

2 - -x0 - T e G
ulne nahere Betrachtung des eruten ;ummunden der. rechten Selte
dleser Glelchung zeigt, dd% der Inbeg¢ard eine ungcraae Funhtlon
in Bezug auf die Stelle ¢ ? ist. Damit ist das Integral fir
alle Werte x ildentisch Null, so daB auch der ge ambe Ausdruck -
des gummandaﬂ Null ist. St "

Miﬁ,der Fdrﬁel,von Eulér ([67 Bd. IT S.-?B)\'
, f7 ey | - "
Jln sin AdR = - 1w 1n 2
J _ |
O 0
158% sich dann die Glelchung (3.14) als Bestlmmungsglelchurg

fur die Funktion ¥ in der Form -

%'1ig fw" (t)1n x'é:?v<t)f;;~\2ﬂ y' (t)-dn 2 = 0 - (3.15)
-:— X” -’ G ‘ B

c'emc'ea.bcm. Da die belden uumm“nden des Grenzwertes mlt ver schie~
. dener GroBenor&nnn gegen Unendlich gehen, kann die Gleichung 2

(%.15) fiir alle Zeltpunkte t nur erfiillt werden, wenn die
Funktlon . Lt . v b

y (=0 - (3118)
ist.

Diese Forderung fiir die Punktion ¥, dic sich aus der Randbe-
bedingung (5 ?7) ergibt,. atellb elne wosentllche VeLelnfachung
.des Problems dar. NL -

e Ce

Zur Losung der gest@llten Aufgabc 1st es also nummnoch erforder~ |
lich, a11e1n die Funktion o den gegebenen Anfangsbedlnmungcn :
und der verblolbenden Randbcdlngung (3. 6) anzupassen.
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Mit der IntegraldarstGILung fir die Auslenkung v(x,t kanhemén
die Rdnd~ und Anfangsbedlngungen folgendecrmalien anoeben
Randbedingung (3.6): ‘ :

}w (t + 2 Jat cos 9)ds = O £y b, (3.17)
Anfangsbedingungen,(5.8).zum Zéitpunkt-t’= té:
?m_(to +27Tx cos 6)ds = £(x) ' o (3.18)
. 9 - ‘ . ‘“ o "
. ' , - , 0<=x £1, ‘."‘to Ry e T
e | e
ojm'(to + 2 7% cos 8)da = g(x) v : : (%.19)
, ; ; AE ‘ |

 Mus diesen Gleichungen ist also die Funktion o zu berechnen,
womit dann sofort die Auslenkung y(x,t),durch |

y(x,t) by @(t 42 fx cos w)dD L B (3.20)
béétiﬁmbar_ist;ﬁ

Fur die nachstehpnden Ueberlegungen soll eine Differentialbe-
| trachtung erster Ordnung fur dle Iettonqlnspannunb durchvofuhrt

werden: = - ¢ ! S ”
GISL LIS LS I AL LSS LA SE s
wdraﬁ Wt)
e ray-
) ax.l
PR x+dx
T T L x=ad,
. y ‘h - l ‘

Atb, 3.1
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Aﬁs der Abb; 3}1 kann man sofort‘ablésen:‘ 

iy e gedt= g | 1 (3.21)
Lax]x+d:n=a(t +dt) [atjx~at i ; s
t=t , =t 0 ab BN
| ' 0 | . |
div def’Taler-EhtWicklung ist -
. '
ray - & A casdt + (3,22)
Lox x+dx=a(to+dt) LaXJx~atov 1% [szJx=ato
und damit wird |
caar o T2 as. ' o
[BXJ rlat . 87dt = Lat]x=at' At | (5.23)
t t-#o
also . . 3 ’ » L , _
4 [ ] g = L9¥J O | o e kRl
x=a : o # ;
t=t 0 tt | | | o '

Die Gleichung (3.24) besagt also, daﬁ aus rein meschanischen " Grun—
den eine Beziehung zw1achen der hérizontalen Kettengpschw1ndlg-
keit und der Anfangstangente an der Elnspannstelle zum Anfangs-
zeitpunkt erfullt sein mugB. Andererselts erschelnt es aber auf 3
den ersten Blick ungewohnt, daB an einer festen Elnspannung dle
horizontale Geschwindigkeit der Kette ‘ungleich Null sein kann,

'Man versteht das sofort, wenn man sich fur den: aqulvalenten Fall,
daB sich die Kette mit? konstanter Gecchw1nd1gke1t aus der Oeffnung

_iherausbewegt, elnmal die GeschW1ndigke1ten an der Einspannung

~selbst elntra t:
% //////

. Abb. 3.e

In einem kleinen Zeitintervall hat die Kette in erster Néherung
die konstante Geschwmndlgkelt vk,‘dle sich aus der vorgegebenen
und bekannten vertlkalen ‘Komponente a und dem Winkel a brglbt
Ganz analog ergibt sich demnach beli- der Zerlegung der Geschwine
digkeit Vi aueh Bine horlzontﬁle GuSChulnleKEltSLomponente‘
rg(x)]x at_? die es zu erklaren galt

it &
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Ein einfacher Sonderfall ist natiirlich der,.daB die Tangenke an
' der Einspannung Null ist, also'cine vertikale Tangente vdrlie@t
da dann gemidB Gleichung (3.24 ) auch die Geschwindigkeit an der
FEinspannung Null wird, =~ °° a | TEN - i W S

Zum gl;iéhén Ergebnis (5 24) kommt man auch, wenn man fur dle e
Randbedlngunv L5, 17) dlﬂ“bkurzung

Uet) =-jm<tv+’2 1aﬁ RIS Lt (3,85)
o . i :
o eiﬁfﬁhrt, Allgemein bedeutet als U(t) die‘ﬁusienkupé an der
Einspannstelle, a : ~ - RS -

‘Die Randbgdinguﬁg léﬂt‘sich somit gp der Fbrm“*i ' ,;,nﬂ
sEr=o w3 "(5.'2"6)"‘

schrelben. Hleravs folgt. aber sofort daB auch Sdmbllche Kl * 1
leltungen ' ' W

& 2 '
17 U(6) _ 62t (3.27)
at? -
Séin»mﬁséen}‘ _ RIS, S gy L ‘ A
: |  m T, ;:'*'9” g ¢ sug e

" Damit durch ein Naherungsverfanron beliebiger Art die Funhtlon

' U(t) approximiert werden kann, mqﬁ sie neben der Anfangsaus—

lenkung U(to) 0 wenigstens auch pit der Anfangstange nfe Tall
' beginnen, wie ein naherer Vergleich dieser Forderung

Us) = D) =0 o (3.28)

mit der Beziechung (3.24) zeigen wird.
 Schreibt man die A;lfzmgstangente 4u(t ) lali;S, so’ erhdlt men

ﬁ(té) rP Tt 42!5%" cos e)da =4 TE 1"’ ‘;Osje_;cp (b +P{éTa" COue)dg

ii;':1, :;; e . ;l. :!i? <9 29)
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‘Hierbei ist der erste Summend gleich der transversalen Geschwin-

dig101t der Kette an der Finspannstelle zum /nfe rgs eitpunkt una,
‘das Intcgral des zweiten Summanden entspricht der Tengente &n -/
. der ulnspannung zum aCltDUﬁft t . Man ke nn &ﬁqbr die ob 1geAGlei~'
chung auch in der Form |

. ' '{"- . '~T . .' E ; V“
U(t,) = (y(x,6), ta J (A )] G (3.30)
. x=ab . R
O
t

k)
;,
d‘

M

L A P

Al
t

<t
- H
oy

schreiben, Das ist Junau dic gleiche Forderung, die wir aucbf
aus der leferenttalbpurabhtung fur die Ketteneinspannung er-
halten hatten, Sic besagt nZwlich mit anderen orten, daB sich
die Randbedingung,(5;j7) nicht mehr 2llein auf dic Anfangsaus~_
lenkung bezieht,/sonderr dall sie auch bel gegebener Anfangstan—
“geﬁte‘an der Zinspannung die‘GrBBe der unfa_gsgesch}‘ Wigkeit
an dieser Stelle bestimmb. - | f

4, Anschauliche Deutung dec In chrals und Aufsnaltung d
‘ .Einflusses von laﬂd— Und snfang bedlngungcn

. Das bestimmte Inbegrul.aer nanabcdmg)unU (5 17) Lanp durch Hul-
tlpllkatlon mit dem Fakbor 9 Iat in Lolg“nder Jblpe umgvschrlc—,
ben weraeﬁ- '

lo( + 2 1 2% cos 9\ 2 } aa g’O’ , (1)
0 . ; :
Man kann sich dle es Interrdl SO ve chbullchon. “enn -men die,

Funktion m(z) in. c¢nbr Zur w-z ubono senkrccnbcn Jbanc iber dcr
z--AChse auftragt und denn auf einen *'lbzyllndﬁr vom Radius

2 f”% mit dem Mittelpunkt{ an dvr Stelle z=t in Richtung der
w-Achse projiziert (Abb,...ﬂ und A.a), dann SuCllt diese neue
furve den Integranden von Gloichung (4.1) dar.
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‘Abb. 4.1

v, 4,2

1 Halbzylinder :
< & Pro%ektlonsrlchtung von der Funktion

9(z) auf den Halbzyllnder (parallel
_zur w-Achse)

3  Integrand von Glelchung (4. 1)
. 4 Integral (4 1)
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Die;Fléche unter der kurve auf dem abgewickelten Zvlindcr ist.
dann. gleich dem: Integral und muB gemédf der Randbpdlngung (&, 4)

fur alle chtDunktc t > t, Tull sein. = | IR LN
Es sei hier besonders darauf hingewiesen, dal sowohl in der ibb.
4,1 als auch in den Abbildungen der Kapitel 6 und 7 dlp Funktion
w(z) elgcntllch senkrecht iber der z-Achse aufg @Lrﬂg n zu denken
ist. Aus Grinden der besseren Ubersicht Wurde sie gbuoch'jeweils
in die w_zeEbene:geklapﬁt und. 80 dargestellﬁg |

Die aﬁschauliché Deutung der-landbedingung (#.1) in Form des
bestimmton Integrals,und damit natiirlich auch der Auslenkung,
y(x,t) hat sich cls sehr vorteilhéft‘fﬁr die LOsung aos wesuollm
ten Problems herausgestellt fuBerden w1rd dudurch der fOluPﬁde
Rechengang - au%erordonbllch ans chaulich., |’ ’

-

t

ine weitere bedeutsame Tatsache besteht durlﬂ, daf der Binflulb
von Anfangs— und Randwerten auf die Funkbtion w»(z) eindeutig aufge-
spalten werden kaon. s ist nimlich sofor mdzlich, zundchst |
‘eine Aussage iliber die cindeutige Bestlmmuav de Funktian (z)
im ersten Intorvall ' K ' -

N

-2 g £ .2 Tat (a2

t, = 2 Jat, z’..to—¥2]qo , - ')
zu machen, Dafﬁr-wollcﬂlwir die Tatsache verwenden; .dal manjbe—]”
’kanntligh jede Funktion in. einen geraden und ungeraden Anteil

in Bezug auf einen vorgegobenen Koordinatenpunkt zerleg;n kdnn.~:

Eine n3here Bebtrachbung déffGlﬁiChungen (3.18) und (3.19) zeigt,
"daﬁﬂder\gerade inteil der Funkbtion «(z) im crsten Intervall '
in Bezug auf die Stelle z = to”die infongsaus enkung,f(x)_und'
die Anfangsgeschw1ndlokclt g(x)= 0 crgibt, Entsprechend erhdlt
’man aus denm ungprudep Lﬁtbll “der Punkclon @( ) im ersten Inter—
vall in Bezug auf le{ﬁlelChe Su lle z = to’dlb Anfunw; sohvln-,
“digkeit v(x),bci der Anfangsauslenkuns £(x)= 0, Durch Superpo~
'sltlon beider Irgcbnisse ormlbt sich'dann,dgr allgemeiné Fall,

- der Anfangsbedingungen. L ‘ '
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_ Umgukchrt hul%t das also, d L man u1101n uus dcn An¢Angsbcdlna :
gung en die uhktlon m(a) im ersten Intorvall (4 2) zu be .stimmen
_hat. Fiir alle ‘ferte 23t + 2 Tat, hat man dig Portuetzuuv dﬂr
Funktion w(z) aus derkl ndbedlnrruncw (3 17) zZu erlttoln (Abb
4.5) :

(e,

>
N

)

at,

‘?. ‘aus den Anfangske- | L il SR
: Fé” dingungen =A< aus der~3andbed¥ngup§

Abb. 4.3

Im folgenden wird daher dic fufgabe darln besc shen, zuerst aus
den Anfangsbe ﬂlngungen die Funktion w(z) fur das Intervall (4.2)
zu ormlttcln und denn davon ausgchend die Tunktion Q(Z} uber,"

fortzusetzen.

An dieser Stelle sei noch besondars hprvorgohobbn, welcher entu?‘
‘scheidende Vortcll bei der Verwendung des bestlmmton Intggrals
(3. 20) fiir die Losunb V(A,t) gegeben. ist. Das. schw1orlgo Pro—
b]my die Tunktlon y(x,t) von zwei unabhanglgen Vbranderllchen
;aus. der partiellen lefercnblalﬂlﬁlchufg (2.8) zZu bestlmmen,

| erd hier zurilickgefihrt auf dle erlttlung der Funktlon w(z)

von nur einer unabhangigen Varlablen a2us den Rand- und Anfangs-—
bedingungen, '
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< B erlttlung der Punktlon @(z) fiir ein erstes Intervall .
aus den Anfqnggbedlnrungen y

Piir die‘Ermittlung'der Funktion'm(z) in einem crsten Intervall

t,-2fat, ¢z £, +2[at, KB AP
aus den Anfangsbedingungen ist'zulrét die Frage sehr wichtig,

in welcher Form die &nfwnrsbcdlngungun £(x) und g(z) zur Verfu-
gung stehcn sollcn. Der allgcm01nste Fall ist natiirlich dcr,

- Gaf die. Anfangsbcdlngung n als stetige und stuchclse stetig
differenzierbare Punktionen gegeben sind, Man muB dann in folgen-
der eise bei dcr Berechnung der Punhtlon w(z) fLr dns Inter-

oy vall ( 1) vorgchen' o . ' =" 5oty . !

Dic Anfangsbedingungen sollen in . der Form . -

yGety) =2 (5.2)

FIELE FEE RN OSX\élof.—atb A

y(x,to)‘).—. g(:c) : : S : | (5.3)
’Vorliegen.

‘ Entﬁic'ﬁlt man dies Punktlonﬂn nach Besael'schcn Punktlonbn
rulltor Ordnung 1m Int- rvall

. \\v

so ergibt sich nach ([6jJVI5_S;2463)'fﬁr die Anfangsauslenkung

i
© ¥

£(x) = E::‘ “ﬁ'lo QHE“ i\ : o : éé'%>7
n="1 ‘ ' -

sey
.

Bei'der Anfaﬁgsgeéchflndlqkelt *hub nen bcachten, dafi sie auf
Grund'dér'&usfﬁhrunnen im ABSchnitt 3 dieser Arbc1t.(G161chung
(3.%0)) an der ulnsoannsbulle ungleich Tull sein kann, Da aber "
die Intwicklung nach Bessel'schen Eunkulonun nur an einer Null—‘
' stelle der. zu, entw1ckelﬁdnn Eunktlon durch"efuh¢t werden kann, ,
'hat man zuvor fir dlc Anfangsguscthndlgkoﬁt eine einfache Trans-
formation in Form einer Koordinatenverschiebung auszufihren, - -
”1e schr leicht zu urLeqaen 1st ergibt sich denn fiir dle.an-‘
fﬁngsgeschW1nd1wk31t o " ' ‘



X o8-
et BTSSR N ;.'~§i:';‘ : xn7\'hff LR
B(x) = glaty) + bnflé‘Cﬁfgxb?J v (5.3)

n=1

<2 Dde Koeffizientenxﬁniundzgn konnen dabel g“maﬁ don Bculrhungen

<§n~= s AN, §Xf(x)'lo <E%L'#> G o o (5:6)
, (.n)- 0 0 a
und _ '
. at,
2 s K 3 =
5, = TR S [a(=) - gl )] 3, ( N dxes (5.7
n

berechnet werden.‘Die'}h7Werte sind die Nullstellen der Besscl!
‘schen Funktion Jb(h), also die Tosungen von W

Lo 68

Setét!man‘nach‘der Transformatign
P i = qu e <5.9)f
'w1eder fﬁr‘u &= y,/so‘Lann man’ eine Funkbtion auch nach Begsel'schun‘w'

ﬁunktlonen nulltur Ordnung mit dem Argumpnt [x cth1cVeln. Die
infangsbedingungen erscheinen dann in der Form-

i - A Il = o b
. , n=y T | , = .

g(};)a';g(atb)+.z:b I («-p- ],c\ ~(5f.’M)‘-'

N=q "

_mit den Koeffizienten y s

| B SO et

2 s jf?x)-Jo\—-—mﬁ.-ﬁr‘dx . 12)
,EELJﬂchn) 0L
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1

g r? . 4 T b
IEE’ Y ) ?x) g(at )] 3, (7=Tw-f— ax. | (5'1?)_

 NunmehT-maéhen wir fir die_Eunktion
! m(z) = w(ﬁo + 2 71x cos 8) i \'  »1 .
im Intervall (5. 1) den Ansatz

@(Z) =.Y(Z"t.y7+ ) ra ‘sin. <_————?v z\+B cos (w ;
og: B 'eT'rL

to‘;— 21at04z & to + 2473‘150,‘ ' : ‘ e ‘_ﬁ_";5.1.4) }

wobei vorausgtsetzt wird, daB er fir alle Werte z in dem ange-
gebenen'Intervall konvergent sei. Se%zf‘mah diesen Ansatz'ln‘
“die Anfangsbedlngungen (3. 18) und (3.19) ein, so erhilt man nach

’--der Integratlon W1eder eine EntW1cklung der Anfangsbedingungen .

‘nach Bessel'schen Funktlonen nullter Ordnung mit dem Argument ..

7“7 da"

rcos (v cos §) 46 = n,Jo(v) . (5.15)

o° . " » i ; : N

und - \ o )
e rn o ) b * 4 .’ . .

'sin (v cos §) 48 =0 o (5e16)

Ou

sind ([9]III, 2 S. 459):

f(X) =T Z ‘[‘ocn sin (-27::— >+B cos (.2_:?_ 't )] (5 17) 2

und
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g(x) = nEY#—Ef:A‘a cos (_ to§ - B Sini<_é;2;q
LM “» | . S a

to}]'
n=1 / .
2,._., 3 ( ) o T (5.18)

- Aus einem Koefflzlentenverglelch mit den Glelchungen (5 10)
und (5. 11) erh8lt man . .. ¥

Y= -,1; g(at M

\

) e Gl o
2 Jat,, i '
und ’
8= %A.raﬁ-wé C }\E__ t )+ i LERY ( t )J (5 20) |
| s g ZIato 0/ Ay | 27at ,
2 ato '

Mit Hilfe dieser Koeffizienten kanhiman also die Funktion ©(z)
. im Intervall (5.1) als Relhenentwicklun geméB Gleichung (5.14)
:angeben., . 'k '
‘Es isf‘aber noch zu zeigen, dapB die Reihenentwicklung der

~ Bunktion ¢(z) im Intervall (5.1) iiberhaupt konvergent ist. Da-
fiir ist es amzmeckméﬁigéteﬁ, in derTfoigenden Weise vorzuge-
hen: ‘

 Setzt man d1e aus dem Koeff1Z1entenverglelch erhaltenen Werte.
Yo Op (B 19) und B8, { 5 20) in den Ansatz fur die Funktion
w(z) (5 14) eln, so ist

8
” .

- o(x,0) = % g(atd)+f% Lan sin o + =
2fat, © |
S (5.21)

* cos (2{_ﬂ t )1 sin _2 at (t +2f? cos Gﬂ



| _ 31'_,,

§ ’~,'_“." l\" ' 7\ :.’ . .
p n L n
+ [an cos (;.7..;.-_{;:. ‘bo).. --}-\;1—-_..._-— sin (?1at

e —

-2 /at, sy on
S (5.21)

{iv‘f ?és [27551 %. x cos G)]§

Mit Hllfe der Addltlonstheoreme kann man dlese Gleichung ver— "
'elnfachen Zu

\

ox,0) = Hatos,) + T [o, on (22 ¥ c0m 0)
o . n=1"“ AR TE P - BRI Lty o eme < 8
| (5.22)
¥ —X;————— ‘sin ( X cos\Q/] .
o . B P o, ;oo
2 ato | et ; . . L _
Nimmt man zur Elnfachhelt den Fall an, daB b \O uhd

'g(at ) 0 sind, ist also zu zeigen, daB die Funktion

/. E
g ® -

'm(x,e)i=‘%'§:: a, Qc;s(/\f—-7 7—7008 9) | (5 23)

‘?

in dem Geblet 0 %0 £ T fur alle Werte x im Bereloh O at
konvergent ist. Nach bekannten Konvergenzsatzen 1st das der Fall,
wenn die zugehorlge Relhe der absoluten Betrage ([6] II Se 91)

Aké(x,é} = ‘ i:ll a . cos <7a 7—1008 e)[ e ; . t}  (?,?4) ;-
@(x,é) =‘; }f:§ an | e |cos <f__, bos 9)] A ;  _'(5.25)
_ | sk -,

konvergent ist, Das ist offensichtlich erfﬁllt,'wenn eine Majo-
_rante déer Reihe -(5.25) lonvergent ist. Durch eine Abschétzung.
des Gliedes " ' ' ‘

!cos

7-;(1 £208 9) '
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- durch seinen’ groﬁten Wert 1 erhalt man sofort elne Magorante‘
der Reihe (5. 25) Zu’ ' 2 5 45

ey

. ol _‘ (5;26)

Die mit Glelchung (5.10) gefundene Dntw1ck1ung der Anfangsaus~
Vlenkung nach Be ssel’schen Junktlonen_nulltqr‘Qrdnung ist in
‘der Bereich ‘ | | LTI ”

O~§:kf§at ‘ - I s (5. 27)

Habsolut und gleichméBig konvergent Was aus: dem Dntw1ck1ungs-:
satz ([6] VII, S. 135/136) fiir selbstadjungierte Probleme

. folgt. Daraus ergitt sich, dag die Relhenentw1ck3ung (5 10)
. auch fiir x = 0 absolut konvergent ist: =

20) =5 le, 7501 T la l (5.28)
© " n=1 ' . =1 e

Bin Vergleich mit der Majorante (5,26) zeigt, daBg dieselbe und
damit die Reihenentwidklung der Funktion m(z) im Intervall

_‘p(5 1) in den angegebenen ‘Bereichén sowohl fiir die" Varlable e,
“als auch fur die Veranderllche X konvergent ist.

! Ganz entsprechend laﬁts1ch das auch fur den Fall b O zeigen.

: Def andere'Weg'zur Ermittlung der Funktion m(z) éus den An-
Tfangsbedlngungcn im Intervall (5.1)" 18t der weitaus elnfache-
re und fur die Praxs dem oben gcnannten Weg durchaus vorzu—
21ehen. Es soll némlich vorausgesetzt werden, daB die Anfangs~
" bedingungen in Potenzreihen entwickelbar sind. Wie man sehr

leicht zeigen kann, ‘ist dann auch die dazugehorlge Funktlon -
=9 (2) im Intervall (5.1) eine Potenzreihe.

Die Anfangsbedihgungén sind also in der Form (5.2) und'(S,S)- 

mit ‘ ' '

2(x) = Z LY St S | -~ (5.29)
i=0 . ' . ' -



una
g(x) =y . b,x . (5.30)
i=0 ’ e

| gégeben.

Flir die Funktion ¢(z) im Intervall = 2 4 -

ot

» ‘_ 5‘ . -/'_ ) A .
ty - 2 Jat % 2% 4, + 2 fat
wird ein’Potenzrqihehansatz genacht 1
9(2) = ) g (a=t)%h 4 ) , Toi4(2-t,) | o sa32)

i=0 RPN =" TR ;

Hierbel wurde dle Funktion o(z) in einen geraden und einen un-
geraden Anteil zur Stelle zZ = to aufgespalten, 80 W1e das am En—
de des Abcchnltts 4 dargestellt wurde. ' '

Setzt man dlesen Ansatz in d1e Integraldarbtellunn der Anfangs-
‘:bedlngungen, also in dle Glelchungen (3.18) und 4 19) ein, so.
erhalt man

f(X) = f ¢gerade (t, + 2 {x cos 0y a8 ©(5.33)
\ - . )
£(x) = f 2__'-a2i (2T§fgos 9)2}69 ) : - (5}34)'
- o o - L SIS : S o
'_und | o
e | ’ f N e LR, 3 :
g(x) = [ Pungerade (o * 2 Jx cos 6) 46 ’ {5.35) -
g, .8 o - Lol
'g(x) 4[ Z: (21 + 1)oc2 144 (27X cos 9)21 ae. ‘ ." ’(5;3§).
i=0 ‘ ]
| Mit der Abkirzung - o : ‘
- , - N : , : : )
A, = 4% coszlGdG . (5.37)

o)

'(5.31'_)\‘ “



{0505 o e (3] s oy
€ 2 ‘e 4 e 6 e e e (21) (5!?8)-
 isf»also,
2= ) oy 4y S (5.39)
und N
L CHE e A
gx) = ) (214 1) opy a2t (5.40)
- i=0 . ) . ' : o4

flEln Koeff1z1entenverglelch dieser Ergebniuse mit den gegebenen

;Anfangsbedlngungen, den Gleichungen (5 29) und (5. 30), ergibt fir

| dle Koefflzlenten der Funktion ¢(z) im Intervall (5.31)
% L oy _

-

Ups = o gt L (s 41)
. N , F
" und '
Coi41 = (EIHVET ¢ o (5.42)

Damit ist es also sehr leicht msglich, durch einfachste Divisionen -
~dus den als Potenzreihen gegebenen Anfangqbedlngungen d1e Funkt10n~

p(z) im Intervall
Cofat 4y 2t o+ oYan
b .27at0~_ 2 £t + 27ato

vr‘zujermitteln.‘
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6}"Bérechnungfder Funkfioh w(z) ausfder‘Randbedingung

vFur die welteren Rechnungen hat es sich gezelgt dag es sehr
vortellhaft ist die Abkurzung ‘ :

b = 275' - A AN (6;1)
einzufﬁhren;'sb dag'aie Randbedinguhg (3,17),1autet‘

T L s : : L
Mot + vT8cos a)as =0 © 24 (6.2)

AuBerdem sollen be1 der Bestlmmung der Funktion o(z) aus der
Randbedlngung einzelne Koordinatenwerte auf der z-Achse (Verglel-"
che Glelchung (2.(7)) mit ' ! :

utx)_H(mxeﬂ t+bﬁ?“‘,’(&ﬂ

bezeichnet werden..

. 6.1 Einteilung in Intervalle

‘Bei dem BerechnungsverfahfenAZur'Fortsetzgng dei Funktién o(z)
‘ﬁbér'é'egto +tﬂ¥; hinaus geht man vom Anfangszeitpant tdlaus,
‘um dann zu spdteren Zeitpunkten ilberzugehen. Dabei verschieben
-~ sich die Mittelpunkte der Halbkreise unter glelchzeltlger Ver—-
‘,groﬁerung der Radien. Es ergeken sich dann ausgezelchnete Halb-
kreise, die dadurch gekennzeichnet sind, daB der erste dieser \
Kreise den Anfangskreis tangiert und jeweils-der folgenée aus-
gezeichnexe Halbkreis den vorangegangenen berithrt., Es hat sich
nun als sehr. zweckmaﬁlg erwiesen, gemip dieser ausgezelchneten ,
- Halbkreise gewisse Intervalle vy fiir die Punktion ¢9(z) einzufiih- -
ren (Abb. 6.1). Die Funktion ¢(z) im Intervall y = O soll dann.
der Teil der Funktion ¢(z) seln, der aus den Anfangsbedlngungen
zu ermitteln ist. '

~ Die Grenzen des v—ten Intervalls. sollen mit 1 und 1 1,bezei¢h—v

+
net werden Man kenn sie aus den Beziehungen

1

¥
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5 i 4 0
Ca d
ungige pe o on :

ty +b7t\) v=0,1,2...  (6.5)

o

1\)+1”
'berechnen, wobel t der Mlttclpunkt des v—ten Intervalls ist:

(1—; + v b) | v (6.6)

W pA9(2)

=0 e e e 2 —
Abb. 6._1

‘Es sel hier noch besonders darauf hlngeW1esen, daB der zur
" 11nken Intervallgrenze l gehorlge Zeltpunkt t _1\auBerhalb der
 eigentlichen Intervallgrenzen fir z liegt. . E ‘

!Fﬁr das InterVall'y gili demnach

(6'.7)




C =BT -
- mit

B4 £ tét R T T (s,a)f
: \

Mit: der anschaulichen Deutung der Randbudlngung (6. 2) ist dann

sofortxaus‘dcr.Abb 6.1 der eigentliche Grund fiir die Elntel—,f‘
~lung der Fuﬁktion ¢(z) in'vérschiedeneuIntervalle zu,érkennenq_ﬁ
'Es ist'némliéh die Funktion'¢(z) im Intervall y nur aus der w
Fugktion ¢(z) im Intervall v-1 in Verbindung mlt -dexr Randbedln-‘jf:
.~ gung. zu bestimmen, ‘ ' :

6,2 Dle SOhrlttwelse Bestlmmung der Funktion w(z) durch
ein Differenzenverfahren

1 Im Abéchhitt‘S dieser Arbeit wurde ausfﬁhrlioh dargeiegt, wie
_man aus den gegebenen Anfangsbedingungen die Funktion ¢(z) im
Intervall v = O zu bestimmen hat. Davon ausgehénd soll nun ein
Diffepgnaéh?erfehﬁeﬁ fir die‘Foftsetzung der gesuchten Funktion
¢(z) iber das Intérvall v = 0 (5.1) hinaus entwiékeit werden.
Wie schon. naher ausgefuhrt Wurde, ist denn die Funktion ¢(z) -

im Intervall v nur aus der Funktion ¢(z) im vorangegangenen In—j

‘tervall in Verblndung mlt der Randbedlngung zu berechnen.

Fu} das Differenzenverfahren W1rd das Intervall v in’ n einzéi— |
ne Teilstiicke geteilt, wobei innerhalb eines Tellstuckes die
'Funktion ¢(z) durch Geraden approxmmlert ‘wird,. Das n-te Geraden-

"stuck der Funktlon w(z) im Intervall v soll mit Pun (z) bezeich~

net werden, 80-daB sich fir d1e Darstellung der Funktlon ¢(z)

folgende Form erglbt

( i P
P (z~) Tflir 1y £ wgl,,
99 (8) N Ly £ m £y
9912 (2) - gy o E o E Sy S
SO SR AN SRR S RS g
N o< = ya ) ,
,'?(Z) - ‘P1n (Z). " 11_(n'1-1)é o '-11n1' '
| Bap (B Vi gy = zé loa"
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,‘=*D1e Indizes, v und n bOl der runktlon Pom (z) sollcn also nur
Angaben liber die Intervallgrenzen machen und nicht bedeuten,
‘daB e sich um verschledune Funktionen w(z) handelt
..Im einzelnen erd bel dem D¢fferenzenv rfah”en so vorgegangen,‘
daB man, beglnnend helm Anfangszeltpunkt t &8 um ein Stick
At1 fortschreltet, 80 daB 81ch der reohte Rand der entsprechen—
den. Halbkrelse um. ein Stuck 5Ly versohlebt (Abb 6.2). Der |
Koordlnatenwert h11 der angesetvtun Geradbnglelchung @11(2)
wird dann so bestlmmt dafl das Integral tiber” dle auf den Halb-
kreis IT projezierte Kurve gem&R der Randbedlngung Null ist.
‘Das Verfahren 1agt sich- entsprechcnd fortsetzen, 8o daB man ﬁx
damit schrlttweise die Funktlon @(z) berechnen kann.

WA 9(2)

’Abb.'"6;24

. Zu ‘dem hier aufgezclgten leferenvenverfahren mu. g aber noch
'folgendes vermerkt werden: '

. Prinzipiell hat das vorliegende Schwihgungéproklcm eine éin-
 ,deut1ge Losung, und damit glbt es fur bestimmte AnIangsbedzn—
!'gungen auch nur eine Funktion @(z) ‘Kenn man also mit Hilfe
des Differenzenverfahrens ¢ine st“tlge"Fdrtsefzung fﬁr‘die
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; Funktlon o(z) errelchon, so muf das dle gesuchte Losung des
Problems sein. ’
In der folgenden Différentialbetrachtung soll nuh mit Hilfe des
Differenzenverfahrens geZeigt;werden, daB insbesondere dié
- Funktion ¢(z)"an der Stelle 1i =% +Db]t, immer stetig ist: .

o) g
" Bs sei belspiclswelse fir b = 1 und t, = 1 die Funktion ¢(z)
im Intervallf : O aus den Anfangsbedlngungen bekannt, und sie

\

erfullt daher auch voraussetzungsgemaﬁ die Bedlngungcn

fU(t)]' ='r'_?¢(t + bt cos e)de] 2, O
. bt : b=t

=l & ‘o R AT . =t ‘ » :
' 3 ' :
: . b cosOdN- ,; =
o) ] - =0 (1 + 22BN (41 )t cos 8)do | =0
£_ ]t=t L'o“ <%  ZfE“'>-, ' ‘ : ]t=t ete W
Schreltet man nun von t & 1 aus um eixn Stiick dt fort, S0 dag

~ man alsovon 1, = % ty + b r = 2 umreinuStiick

dl = 5 d%
-Vdrahgehtr,so lautet bei Ve;wendung eires Geradenansatzes
WD e re e Lfaduba (e

gemdp Abb. 6.3 die Randbedingung (6.2)

o LR ; g ,
p % e A Ty TOYTTI yrTy ARl
aO+a1[1+dt+11+dt cose-Z])dG + @(1+dt+)1+dt cose)de =0 (6.)2)1

? Pk

mit dergIntégrationsgreﬁze AR LRt
94- arc coqw?f 1+48%)
¥4t ,

. mE el
arc sin “{ TTat

RaE

(6.13)
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Abb. 6:3°

Flir das zwéife Infegrai in Gleichung,(6.12) kann man eine
- Taylor - Entwicklung in der Form |

’[¢(t+dt+7t+dt cose)] [¢(t+f§'cose)+ = ~— @(t%f% cose)+..,]

b1
’ (6 14) -
durthﬁhrén und wieder in Gleichung (6.12) einsetzen:
P - CE R ' i Coe
S (a + a [1+dt+'f1+dt cos 6 - 2]) ae
iy (%o 7 "1 b Bl
T 5
" 2@(1 + cos’ e) + dt(j 4+ 298 e> o (1 N e)g 20
o : » . , .

el S oy . 3 : . ‘ . 4
' Da die Funktion ¢(1+cos 6) im Intervall 0 £6 £ 7 bekamt ist,
kann man die Gleichung (6.15) umschreiben in PR
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s e et s ;e \
 »£ £3"+ 8 .f1 +dt + J1+dt cos 8'--2])‘d9,
T o’ & =y T s )
m T ot e | B
o) ' ‘ : K | RECE
- &

-[ E¢41.+‘¢Qé“e)ﬂ+'dt(1‘+‘22§_§).¢u(1 +'cos 8)] a8 = o.
© X , TR -

: Elne nahere Betrachtung erglbt nun, dag das zwelte Integral
‘gemdB den Voraussetzungen (3.28)

G(1) = B(1) =0

\

Null ist,

4

Setzt man in erster Néherung fiir

!

St =1+ 5
- und fir
! :coé 8 =1
und B ;s

- , ' _
‘sofern es sich um kleine Winkel 8 handelt, so erhdlt men

[a, + 38 dt] /3 at -~ [w(z) + 3 at ¢ (2)] Jar=o0. (6.7)
Ein'Koeffizientenvergleioh ergibt, | | |

& =’¢(2)'  | |
U N S (SO

‘Diese so ermittelte Gerade @(é) (6;113,Sétzt aber,dié Funktion
¢(z) im Intervall v = 0 an der Stelle 1, =2 vsllig stetig fort.
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Demit ist es also vollauf berechtigt, von déf'bberen‘lntefvéllé
grenze der Funktion ¢(7) im Intervall v = O ausgehend die
Funktion ¢(z) stetig durch Geradenstlicke zu approximieren.

2

6.3 ‘Die'graktisdhe Durchfilhrung des Differenzenverfahrens

bie'Funktion ¢(z) im v-ten Intervall

| (6.19)
mit -
5, - (6.20?

801l aus' g, einzelnen Geradenstiicken wvn(z) zusammengesetzt -

' werdén,‘so dag ménvaISO'(nv + 1) Koordinatenwerte’
h( : (P (1 ‘ ) . n=1,2c‘oon ‘
¥ TN o T ¥ 1 L {Be2TY
h hy 4y, ..
VO - . (\)"1 )n(\)_-_1) |
. £ e SRR (Abb. 6.4; v=2, n=3)
als Endpunkte der Geradensticke erhdlt ‘[. Dabei sind dié'nv
vorgegekbene Zahlenwerte, die allein von der verlangten Genau-
igkeitvdeé,Verfahrens'abhéngig:sind; Es’ergibt-sioh/dann bei
konstanter Schrittweite besziiglich der GriBe t das-Atv zZu

, | tv " tv;1 - | |
: , v g, 5o :
. also | :
e b(2vb + 27t ~ Db) .. IRt
Mt = ——— < M (6.23)
B 5o 2" T,
‘ v By
Hieraus erhdlt man mit
b = #(v—1)+n g ,
e (6.24)
"t\)o '= 't(\)_,,) )
gemdp Gleichung,(6.3)" - =
1\"n : =_t\,~n_ + 'b' t\)n
A’ & (6.25)

VO . ‘l(V"1)n(v_1)f;‘.
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W"SA;'¢<Z)1-:'-'l

. e '.__;Pﬁz);(p,]é.(z) cP\m(Z) , l ' %nvi‘(z)A%(g};;pgj(z)  v

ne1) N\
h\n Lo \
) ’\ Pl
1f#2:\i |
ne1)
o Lin
AL, .5 B
vn
n' °
Vel m——— >i<—~- V=2 -
Abb,_ 6, 6.4

Wle aus Abb. 6.4 zZu erkennen 1s’c sollen die .Lntegratlonsgren-'
zen mltﬂ‘(i) bezelchnet werden, wobel sich dieses aus

oen (i)
vﬁ\m;

t sint 407t TN ' % +nAt J)
oo oos =) TEAERT B(y) (v=1)

l

b yt(v_1)+natv

. also

1l

(1) b'Yt + 10t - (n-l)At
g arc cos y=1) _ 2 (6.26)
.p /f(v_1)+natv | -

berechnen 1lagt,




_.44"“ |
Fir das Geradenstuck 9, (z) kqnn man unter der VoraussetzungQ
‘-daB alle Koord1na+enwerte bis hv(n 1) berelts berechnet Wurden,
~den Ansatz mgchen

| h ' o
. e vn v(n—’l) g s - o g

cpvn(z) = A’f) :’ Z ["b(v /') +(Il /1>A'b +b 7'b( >+(Il ’l)At ] Th\)(Il ,])
| | (6.20)

Dio Gr6ﬁz"“ o kamn man darin aus dervBéziehﬁhg‘ | '

AE‘vn"" A'ﬁ + b 70( 1) + IlA'b - bl 't:( 1)+ (11 (]>A't7 (6 28)

' berechnen. Setz# man ; aetzb die Randbedlngung (6 2) fiir den Teitw
' Dunkb u<v 1>+nAu5 an,‘so erhalt man

I “967( ~1) + IlM’ + b iu(v ,]>+nAt cos e)d.e -0

“also
(n-'l)
OJ"A‘ van (’L(v /l) 4 nAt + b7"{’(\) ’l) ~+ IlA't cos 9>d9
(_1_-;) . ;

 + %_:{O . Cp\“ (’b(vﬂ,') .+ IlA'b\)‘ + 'bv-z'b(\)_,])-l"nA'Uv ,COS.Q)de (6«29)
| TT‘ Vn ) .

{+{8p<c) w<ﬁ<v 1) + nAt +-b'ft(v 1y “+ nAt cos e) de = B

Javaet . ; ‘

~m1t den Abkuvzungen

' J\)Ii = Z ; J\)n @t A R (6.30)
und - S _ S 3
T v e
yn | A | ;
: J&n' = J@vl<-(v 1y 4 nAﬁ +—b 7t(v 1) +-nAt ‘cos e)de -
’ (1 _ .
B T o T ENCE
: Coym C o e o OO L
und . e SR
. w5 n 5 .
| MVn ‘f ‘2; ( ) @<P(v~1) + nAt +-b'7t( 1) o+ nAt cos . e)de (6052),
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wird Gleichung (6.29). | Y SRR

3 o % - % . 1 ) . e 3 / .
OJ (P\)n <t(v-1 )+nA.tv+let(\)_1 )+nd'tvCOS 8>de+J\)n+M\)n al Oa . \6033) .

l;In dlese Glelchung wird der Ansatz’ (6 27) elngesetzt, und es
f'erglbt 31ch als Bestlmmungsglelchung fur die Koordinatenpunkte

v
On(n-1) ,\
- “wn/h-h | ' < 5
o Vi v(n~1) g EA
6j § _Alvn' - [pJﬁ(Vn1)¢nAtvcos e+‘tv ‘ / |
‘ o o (6.34)
= bJ% 1)+(n~1)At ]+h v(n- l)gde + J | Mvn’= 0 .

Hleraus lassen sich sofort nach erfclgtcr Integratlon dle ge-. -

suchten Koordlnatenpunkte h berechnen zZu
' ) "

y Alvn<pv(n 1)£r +J i +(Mv?2_ ‘ , .Vi (‘ 4
(pjt 1)+(n—1)At '_at; :)712— bt q)*nbt o T ?n

Vo vn .

mit
gt

und in Verbindung mit Gleichung (.21).

Fir die préktisché Verwendung dieser Gleichung (6.35) fehlt

noch die Berechnung der bekanhten'GrBBén Jvﬁ.und M'n. Besonders

einfach 1st das fiir die Werte J ‘tzw. J(d. Setzt'man némliéh

in Gleichung (6,31) fir die Funktlon ¢ (z) dle Geradenglelchung-

¢vi(z),— v-A V£l~1) é [t 1)+(1—1)At
'\)l

s 1,+<i S by

(6.35)

(6.36) -

hé(nfT)



ein, s0 erh&lt man nach der Integration das Ergebnis

"

(i)‘; hoi-hei- 1) [(n+1—1)AG , bd% P +(1~:)Ai ].

wn
' ,_‘Alvi

(6 37)

i- ) i . ‘. ‘ i~ . i
<?( 1 “,jr( )\ bJ% 1)+nA | <§1n‘7x j)~ 51n;7& )>

| (1-1)  go(d)
\)(:L 1) (’T ’;) >

6.4 Berechnung von M,

Die Berechnung der GroRen M 1st nicht ganz so einfach. Man
hat namllch die belden Falle zZu uvterschelden, ob v = 1 oder-

- 0ob vy > 1 ist. Fir den ersteren Fall bezicht sich das M -

- m&R Glelchung (6. 32) auf die Funktion ¢(z) 1m nullten Inter-
‘vall, die aus den Anfangsbedlngungen ermlttelt wurde und in
der Form der Gleichung (5 14) baw. der Glelchung (5 32) vor-

liegt, .

Zuerst soll aber die GroPe M fur den zweiten Fall berechnet
.werden, bel dem fir v > 1 dle Schrlttwelte konstant ist. In
Abk, 6.5 wurden die Bezelchnungen der verschiedenen GroBen
eingetragen., Die einzelnen Integratlonqgrenzen fiir- e

Mvn & ;E:: I ?v—1)(n( “1)+m+1) CE(V_1)+nAtV |
m—_-—fl m—'~ : v g ‘ A CF S ;
_ (6.38)
* bJ% ¥ nAt cos‘§>d6
wurden mrt:? bezeichnet. Aus der Abk. 6.5 kann man sofort ab-

lesen




- * E i S : * ‘- .‘ < 'X\ : .‘ I ‘/
: L e, AL T DL e BT =l |
k .‘" ‘ ) ‘r‘ 3 ’ . =

P Ry L i o
i i -t(v_gﬁ(ﬁ(w>+m““°cv-1>-°«/’°'<y-2)+(n<v1) el
':rvn ?’arc Qos :  bJ%(;_q)+nAtV

' (6.39) L

' - nAte
D, il

® 0 00




- ""‘4"8 "" -"

- Doy’ Index ity - e .
’,'.: ‘-1""29“00- ' v' (6.{4’0)

soll solange gezahlt Werden, bis das Argument der ‘arc cos-

’ﬁ ‘ Funktlon von £ (m)

"7"\)1‘1
‘;in Gleichung (6.39) kleiner oder.gleich -1 wird. Damn soll
g S AR N
3 wn =T . : \

‘gesetzt werden. Der sich so ergebende letzte. Wert von m soll
mit m bezelchnet werden,- '

/>M1t der Geradenglelchung

Py a)(n( Ly )R- n g ym)
‘¢(v—1)(n( -Hn+ﬂ< ) v
| (v—1)(n( 1)+m+1)

A w1 & (6.41)
séz - (t( 2)+(n( )+m)At( "y

R T TR T | R T U

gemig Gleiéhung (6.36) erhélt'ménfnéch einigen Umformungen aus
. der Gleichung (6.38) das gesuchte Ergebnis -



Z: l_(\)-1)(n( 11+m+'l) (\)—-1 (n(‘“-fm»)

o <[“’<v 1)"’°<v-z>>_;'
(\)—1)(n( 1)+m+1)

=

‘n .'At\) “ (n(\)‘._.’) +m) A't(\)".])

PR P | (@) glmr)y
LBy * ()t 88 1@, m\ %w ) :

’£J%(V+T +1n At  '<§1n”Sn(m) - 1n‘;y\(m+1)> g .

t
) (@) (R41)s 5 A543)
m m+ , -
% (v-1)(n( 1)+m) <;T ‘ Y yn >,1 .f/
wobéiAsidh die}GrﬁBé A analog zZu Gleiéhung L6,28) aﬁ$t.,
A Al(\)_1)(n(v-1)+m+1) = \)“» + .b,/'t 2)+(n( 1)+m+1)At(v 1) s
. (6.43)" -

| e ,b,\/'t (‘V_2)+61'1(\)_._‘1 )+m) At<v~1 ) |
berechnen 148t.

Flir den ersten Fall, daB némlich v = 1 ist, mu man die GroBe

M1h aus der Funktion ¢(z) im Intervall v =0 in foigender Wei-

. 8e . -berechnens

| mo | o | |
M, =(0J 9<£0+nat1+bfpo+n4t1 cos 8)ae. | o (6.48)
1n

Setzt man in dlese Gleichung fiir die Funktion @(z) im Intervall
= 0 die. Glelchung (5. 14) ein, so ist das Intégral . '



MW:.C):L; ;Ln gt el e

mit Co
z =%, +n Aty +b [t _+mat, cos 6
nicht mehr geschlossen losbat.

Hat man hingegen die. Funktlon @(z) im Intervall v = 0 als Po—=
tenzrelhe ermlttelt, so lagt sich dlb Integratlon ausfithren,
Aber schon bei einer Potenz 3,Grades von z, die bei der Anfangs-
geschW1ndlgke1t einer. Potenz X1 entspricht, werden die Aus-
~dricke so umfangreluh, dag es 31nnvoller ist, nach einem an-
deren Weg zu suchen, der sich in der Prax:s einfacher hdndhaben
- lagt. ' ‘ ‘

Zu diesem-Zweck soll auch die Funktion'w(z) im Intervall v = 0
durch Geradenstuek@dargestellt werden. Dazu muf} man sich o
Koordlnatenwerte

xy (A =102y e 0) x>0
zwischen den Grenzen O £ x}\‘ % 1O 'vorgeben, Flir diese Werte
‘ Xy berechnet man sich dunn aus der Funktion ¢(z) gemis Gleichung'
(5.14) bzw. Gleichung (5.32) (20 - 1) Koordinatenpunkte ,
ho. o= @(1 J) (Siehe hierzu Gleichung (6 47)) und verblndet dlese

o]
durch Geraden (Abb 6. 6) 1 g




Ak, 6,6

~Damit ergibt sich alsoffﬁr die Darstellung‘der Funktion
¢(z) im Intervall y = 0 die Form



t Iv t 1
1 1 ! 1
H t ! ¥
Po (- 1><Z) oy .= BEdynhy
£ .
Po(-2)(2) o(-3) £ 2F15(p)

., 7 i B ‘ ’ N '. , | ; ‘
plz) = g TR e LT T (646)
%o(3) (B To(gay 2 E Lo (g)

‘ %fA | . PRRE N \ gt vk
1 o i 3 ' t - : "
Po(-20rp) (2) 1o=lo(oga1) € & E1G( poun)

"Ny

Die'Werte 1 0j erhalt man aus den 3821ehunﬂen

>

log =% ¥ Q'VX(G+J+1) BTN i |
‘ ; SN (6.47)
- P e, ! # S e A G
. 103 =Ty~ 8 7XK-0-j+1) oyt Py R . o L‘»

In der Abb 6.6 wurden fiir die verschledenen GroBen dle entspre~

C"lende-'leeze:.chnungen eingetragen, wobel die Integratlonsgren-

_zen mit é?“ %ezelchnet Wurden, Man kann sofort aus der Abbll-
dung ablese Lhali '

(f) 1 ’ -"'(t" & m Bb gyt o |
: ;ad = arc cos °<1"1) 2 - 5 _ (6.48)
Zam b)ft, +n At | L

Damit 1autet dle Gleichung (6. 44) also
: 2, (§) .

b T ) . J (p?a (t, +n At1 ,4;» b t0+nAt1 cos 0)ds. (6.49)
‘ ’Zn
Der Index _
V j = ;1"'—2, -.3, o o o ; | ) (6050)
soll dabeﬁvsolange gez&dhlt werden, bis das Argument der
~arc cos - Funktion in der Glelchung (6 48) kleiner oder gleich

—1 wird, Dann soll



. ST B B S e

| (3) g s | s | ‘
!gesetzt werden. Der sich so ergebende 1etzte Wert von 3 soll o
]dann mlt 3 bezeichn t werden.' ‘ -

7M1t der Geradengleichung fiir:
: h

<Pio‘;j(z)-= - ”, Bo(3-1) (2=1g4) +hgy
1. 0j°  Toj.
0j oua) s B *
und dem Argﬁment
=t  +n ot + D 7t0+nAt1 cos' 8 ‘ - (6.53)

kann man hach elnlgen Umformungen die gesuchte GroBe M1 fol-
gendermaﬁen berechnen:

0(1 1) [(t +nA‘t1 —1

)
To(s- 1) |

0J

;! N
i m:.-.
i o
-—

o

(?&J) (J+1)> + b rt +nAt1 (gln:r (a)vsxnjji(é+1)>]

wﬁu'

() 35,”(*‘+1> f
(:r : jz1na >’

- Mit den in diesem Abschnitt 6'angegebepen‘Gleiéhungén ist es-

- nun moglich, bei beliebig vorgegebenen Anfangsbedingungen die
‘;;,fur die Berechnung der eigentlichen Auslenkung y(x t) der Ket-
te notwendige Funktion @(z) aus der Randbedlngung zZu. ermlttean



= 5A ‘,_'

-

~ 7. Berechnung dexr flslonkung y(x

k'lee Bereohnlng dor Kettenau enkung y(x L) aus .ﬂe* nunktwewse R
mittelten Punktion @(z) ist im Prinzip sehr e1n€auh Und zwar
~kann' man die Avslenkform rein graphisch oder wieGer numerisch
,bc3u1mmﬂn¢ Zuerst soll der 1etztere Fall bebtrachtet werden, da
uns aus dem ¢n den vorangegangenen Abschnltten darges tellten
Reohenverfahren aie Funktlon m(z) punktwense mit den entsprechen-
~den Koordinat enwerten vorllegu,,GemaP der schon im Abschnltt 5,
Glelchung (37 1)y - gcnannten 3821ehung

iy [hals + B Meon sy A s T

bk‘érhélt man mit Abb;-741 )
| Lt 1 AR tRAT '
x(%,t) = 2. f c’pu,.(t + 2Jx'cos 0)da6, . (7.2)

Wobé* die angegebenén Teilstiicke fiir die Funktion @(2)'mi+ den
im Abechnitt 6 .dieser Arbeit angegebenen 1dentlsch s:nd. Aus
Grinden der Indexvah7ung sollen aber hier diese Geradenstueke

mit. 9, (z), die Grenyen dieser Teilstiicke mit 1 bzw. 1 und

+1
die AnfanvSn und Eandkoordinaten der Geradenstucke % (z) mit

h 1 buw 11 b0201chnet Werden.g

Die Geradengleichung fiir @u(Z) 1au%et

und damit ergibt sich fiir die'Auslenkung-‘

*®
u. i

ST h h
; U,H
?’(,X’t) =;;§ ?Tﬁ =104 [(T’ 1 ) 211"”) S
‘ (7.4)

Ui

‘f ngﬁ(sin;T;+1»sin;31)}+ hu
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Dle Integrationsgrenzen S1nd

L S T
$ s . “ o . :“.,‘\ > 5 f" i = 2 a‘uo‘ 1) 3
s =iare cosqz‘{§1 tir p j1j'9" . (7 3.
und ‘ B . T : A -
49;»_—.1.0‘ 1‘ . fir  u=0, . T(706)
DérvIndex A , e © Coae :

u :‘0,1‘!"21°~r

1

1n Gleichung (7 4) soll solange berucksmchtlgt Werden, bls das, |
Argument der arc cos - Funktlon ’ ] ’

B O L =B ROV
'é?+ﬁ = arc cos 'u+14 e e LR Beth ) & Dol Bl
‘ . o AR i R - o ‘ e Eoe e, e

kleiner‘oder.gleidh -1 wird, In diesen beiden Féllen muB:‘n

'ir | g T

u+1

gesetzt werden. Der sich s0 ergebende letzte Wert von U soll
~dann. mit u bezelchnet Werden.

Es ist somit auf éinfaéhste Art uhd‘WeiSe moglich, fuf eihén"\!

bestimmten Zeltpunkt t mit verschiedenen x-Werten die Auslenk— 3
form der Kette y(x,t) zu berechnen. - ' L

wAvco(z):

'.3\ 1
Sutl A
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Be1 der graphlschen Bestimmung de¢ Auslenkfo“m der Kette gehen
4’W1r davon aus, da?j dle zuvor berechnetcn Koordlnatenpunkte der
Funkflon o(2) in elnem Dlagramm zu einer Rurve ‘vertunden wur-
den. Man kenn dann die anschauliche Deutung des Integrals (7. 1)
‘dazu tenutzen, die GroBe ¥y fiur verschiedene Wertepaare t und x

1

‘zu ermltteln'

y(g,t)e = f (t +z7’—'cos 8) zfae B (7.8)

Im einzelnen muB man - dabe1 folgendermaﬁ n vorgehen- Man tragt
d1e Punktion w(z) 15 ‘einer zur =g »Fbene senkrcchten Ebene
| uber der z--Achse auf und progez1ert sie auf einen Halbzyllnder
‘vom Radius 27 x mit dem Mlttelpunkt an der Stelle z = t in Rich-
- tung der w-Achse (Siehe Abb. 4.1, 4,2 und Abb. 7.2). Dann hat
man diesen Haibzylinder‘abzuwickéln und kann-die Grofe der
Eléche unter der,dérauf befindlichen TFunktion ausplanimetrieren
(Abb ' 7.3). Bei Beriicksichtigung der Magstabsfaktoren o, und
| und des Faktors 21M,erhalt man aus dleser Flache n) dle ge—
fsuchte GroBe y(x, t) Zu '

_y<x,t.>=aza‘cp§%m o e e e {T48)

”_,Dieéég graphische‘VerfahrenjléBt'sich in der Préxis-sehr,einn
- fach handhében‘und ergibt recht genaue Ergebnisse.
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8. Die Programmierung des, leferenzenverfahrens und de;
Berecnnung der Auslenkung y(x t) v

Das im Abschnltt 6 dieser Arbelt dargelegte leferﬂrzenverfah—
ren zur Bestlmmung der Funktion ¢(z) und die numerische Be- "_
rechnung der Auslenkform y(x,t) aus der durch Geladenstucke ge—
gebenen Funktion ¢(z) sind besonders geceignet filr die Aufstel--
lung eines relativ. eiﬁféchen Rechenprogramms fur'eineh'digita—
len Rechenautomaten. Daher wurde. das Verfahren fir die mir zur
Verfugung stchende Rechenanlage 7 23 1m Frelburgbr Code pro-
: grammlert '
Es wurde dabei so vorgegangen, daf zuerst aus den Anfangsbe-
dingungen (3.3) bzw. (3"8), dem AnfangSZLitpunkt Té sowie de
1Geschw1nd1gkclt ¢ der Kette die Funktion ¢(z) im Intervall

= 0 gemdB den Gleichungen (5.29) bis (5.42) berechnet wurde.
Davon ausgehend wurde dann mit Hilfe des in den Gleichungen
(6.19) bis (6.35) beschrmebenen leferenzcnverfahruns die Funk-
tion @(z) schrittweise fir weitere Intervalle

\):.‘19‘ 2, o‘o.o \)x ‘ ‘ Ea “ (81)
in Form von Geradenstuckcn btstlmmt . Die Berechnung der dabei
verwendeten Abklirzungen MV (6.32) und J (6.30) gemiB den
Glelchungen (6.38) bis (6.54); bzw. (6. 36) und (6 37) wurde

als Unterprogramm programmlert das dann wahrend der Berech-
-nung der Punktion ¢(Z) an den entsprcchendenkstellen aufgeru-

e

fen wurde,

Die Ahzah1 der Sdhritte n, fur ches Intervall v muf fur das
Rechenprogramm auf dem Datenstrelfﬁn vorgegeben werden. Auﬁordem
. ist der Wert ' (Slche Glelchung (8 1)), mit dem die Ruohnung
beendet werden soll, zu bestlmmen. Er rlchtet sich allein nach
dem griften Zeitpunkt £ flir den die Auslenkform der Kette noch
'berechnetwwerden soll, Man erh&8lt den Wert W aus.der Bedin-

gung'

gL > % : (8.2)

- (Siche Gleichung (6.6)).



Lﬂ._ﬂ”j:»l e 5 ‘;:; 59 - _/;

Aus:der so ermittelten Funktion ¢(z) wurde dann ébenfalls mit e
Hilfe: der Rechenmacchine die ‘Auslenkform y(x o T ) der Kette'

‘(Glelchung & 1) bis (7.7)) fir die gegebenen Zeltpunkte s Bl

rechnet und. zwar JGWQllS fir elnlge Werte xm 1m Intervall ’,;

0<x,< 1, =at, =c 1,

r SN i i b
- omit | : ‘38' .= 0,1,2, '_".'.3-03?‘:'. LRI 0
‘x =0 - und- =1.. .

9. 5 = _ -aex =

Mlt diesem gesamten ‘Rechenprogramm konnten dann v»rschledene.
Belsplele fiir-die unterschlcdllchsten Anfangsbedingungen von
VKetten, deren Lange sich mit konstanter Geschw1nd1gke1t ver-
‘langert’ bzw. verkurzt bnrechnet -werden. ' ‘

P09, Y rsuche

' Es dréngt sich aber natiirlich sofort die Frage auf, welche Uebei- -
' ‘elnstlmmung glch mit den tatsachllchen Vurhaltnlssen einer
schwingenden Kette erglbt Zu diesem ‘Zweck wurden Versuche mit
schw1ngenden Ketten verédnderlicher Lange durchgefuhrt '
’Besondere Aufmerksamkelt muBte hlorbel zuerst ‘der Auswahl der
'“Kette selbst geW1dmet erden, denn die der Berechnung zu Grunde  '
llngende idealisierte Kette war dadurch gekennzelchnet daB sie
keine Biegesteifigkeit bes1tzt Nach elngehendem Vergleloh er- -
wies 81ch eine leicht gefettete Rundglledcrkette aus -Messing . i
""'mlt elnem Drahtdurchmcscer von 1 mm als besonders geeignet, da |
bei diescr Machart dle Relbung zw1schen den Kettenglledern am
gerlngsten ist, o e

| D1e Kette wurde auf elner Trommel aufgew1ckelt die von elnem '
| Getrlebemotor Uber eine el;ktromagnetlsche Lamellen-Kupplung
angetrleben wurde., Unterhalb der Trommel befand sich eine Oeff-
nung; durch die die'Kette‘abgelassen‘bzw. heréﬁfgezogen.wuide,‘
so daB sie sich mit kqnstéhter Geschwindigkeit verliéngern bzw.
- verkiirzen konnte. ’ | o | |

=
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Um fﬁf'&iﬂ’BEWegung'dev Kette definierte ﬂn*anaébuauénﬁe zu:e”~

'den Anfangskurvcn untcr d1e Oefinung pehaltcn,;so oaB die Kette
" zuerst ‘auf diesen entlanggleiten. muBte, Durch hor*zontales
‘Wegrelsen einer Schablone konnte damit eu elnem Anfangszenupunkt
T eine bestimmte &nfangdauslenkung und AnLangsgeschw1ndltkclu
‘errelcht werden. Die- ﬁnfangsgtsoh ndlgkelt g(x) ergikt sich -
;1n diesem Fall_aus-de; Anfangsauulengung'f(X) zZu |

‘g(X)

= —afi(x) . (Kette wird lénger
sz, T , - I S o C ey
g(x)r;_‘af'(x) @t .’5' ‘(Kette wird kﬁfzer),'

wobei dic Geschwindigkeit a in beiden 7dllen positiv geréchnet
- werden -soll, ¢ CoAm

Natiirlich ist es mdglich, fir die gleiche snfangsauslenkung
‘auch andere Anfangsgésohvihdigkciten zZu orreicheh°1Maﬁ miiBte
. dazu ‘Teispielsweise wihrend des Abwirtsgleitens der Kette auf
- der Schablone dLeqelbe um die ob»re Ocffnung nach einem be—'
stimmten Z 1tgesetz drehen und dlese Drohbcwugung plotzllch
\durch Wegrelﬁen der Schablone zum AnLangSQCﬂtpunkt t “unter-
Lbrech°n. Auch alle anderen Anfangsgoschw1ndﬂgk01tcn g(x) un -
ter Beachtung der Randtedingung (3.28) mit (3. 30) wiren denk-
'_bar, nur durfte dann 1n den weitaus meisten FA llen die ex~— -
purlmentelle T“ru%mgung derselbhh g*dﬁte bchW1cr1gkelten berel-
L8N . ' .
Dle Schw1ngungen der qlch Trel bewegundpn Kette wurdcn m:t ei-
ner Schmalfllmkamera ‘Bolex-H 16-Heflex (Ovjektiv PAV CTNOR,_'
Brennweite 17-85 mm) in Zeitlupe mit 64,98 Bilder/sec gefilmt.

Zum Vergleich aér theore,wsch erarbeiteten Erg eanSse'mit den

gtatsachllch bestehenden Verh&ltniseen vurden einzclne Film-

| aufnahmen vergroBert und -ausgemessén, wobed ein vertikal ge-
 spannter Draht neben der schwingenden Ketta als Bezugsgerade

. diente, Aus der Zahl der zwischen der vergrdlerten Aufnahme

‘zum'Zeitpunkt T4 und der‘entsprechenden Aufnahme des Anfahgs—
zeltpunktes 7 liegenden Bilder kann dann sehr leicht mit Hilfe
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'der Fllmgeschw1nd1gke1t dle dazugehor_ge Zezuvfi érmittelt:Wern‘
iden. | =y ¥R

In: den Dlag*ammen 1 bis 18 im Anhang dleses Berichtes sind fir
verschiedene Anfangszustande der sich mlt Lonstanter Geschwin- .
'dlgkelt verlangernden bzw verkurzenden Kette die experimentell
~best1mmten und dle theoretlsch berechneten Bewegungszustande
velngetragen Dabe1 wurde die graphlsche Darstellung 80 gewahlt,
dag das Kettenende auf glelcher Hohe blelbt und da# sich die |

Elnspannung mit konstante“ Geschmlndlgkelt nach oben oder unten,”

bewegt (vbrglelche Abschnitt 3). AuBerdem wurden fur diese Bel—
spiele die berechneten Funktlonen ¢(z) in den Dlagrammen 2, 6,
10.und. 15 dargestellt B nt
-Eln Verglelch der experlmentell ermlttelten Auslenkformen der
Kette mit den berechneten Kurven zelgt elne groBe Uekereinstim-
mung der Erg bnlsse..Dle vorhandenen Abwelchungen ‘haben ihre
‘Ursache in der graphischen Auswertung der Filmesufnahmen, in aey,
Unglelchformlgkelt der kettengeschw1nd1gk»1t (33%) und in der
Schw1er1gke1t den Aniangszeltpunkt T4 mit ausrelchender Genau~
'1gkeit Zu ermltteln. GriBere Abweichungen zelgen gich im Dia-
gramm 18, Sle sind 1m WESLntlthen darin begrundet daf fur
diese klelnen Kettenlangen die Voraussetzung der klelnen Aus=-
lenkungen‘gegenubur der Kettenlange nicht erfillt ist, so da8
‘auch die Diffe:entialgleichdhg (2.8) ‘nicht mehr das genaue

- Schwingungsverhalten der Kette_Zu diesen Zeitpgnkten beSchrqibt;

/
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10, Lasuhg des-Problems duréh Reihenentwickiﬁng .

‘jIn Viéiéﬁ'prék 1schen .F&allen kann oftmals dle Au*gabe darln
~ bestehen, fir eine bestimmte Geschw1ndlgk°1t der Kette bzw,
',der Elnspannung und fiir eine bestlmmte Anfangslange die Aus-'
| flenkzorm fur die verachledenartlgsten Anfangszustande Zu ere .
 m1tte1n. Ds Ware hiertei recht zeltraubend und kost801e11g, |
fir Jeden 1nterGSQ1erenden Fall. mlt Hilfe °1ner elektronlschen
‘tReohenanlage die LOSLngen zu berechnen. Im folgenden soll da-
her gezelgt werden, wie man. mit verhaltnlsmaﬁlg gerlngem Auf—'
;\' wand die in erster Linie. weoentllche Funktlon @(z) aus den, An»
:fangsbeaingunoen bestlmmen kann, ' ' : '

U Wir wollen dafiir die Ausfﬁhrungen vom Abschnitt 5 verwenden,
. in denen dargelegt wurde, daR man die Anfaﬁgsbedingungen nach
Bessel'sdhén Funktionen nullter Ordnung mit dem Argument x
entwickeln kann (Glelchung (5.10) bis (5.13)). Es konnte ge-
zelgt werden, dag fur dle Anfangsbedlngungen

L

(x) = 21.. 3 (_7at > e e el
=1 u‘ R S A
]'S(x) o BT Sk :1 0 {‘x”$.atO -7 f g (10.2)

im Intervall 'y = O
t, - 27at £zt +2 Yato' o o (1of3)

die Funktion ¢(z) lautet

, '1 '-———; | 'Xn'- " e ' l ‘ ' E
9(z) = = Z a cosl[——————.(z - to)] £ - (10.4)
n=1 4 2 ]ato‘ : 2. .

CP(Z) = % Z al’l cos (5——:7 27? COS“ 8 > - (10-5)

n=1



- B =
~bzw, daB fir den andereh Fall
f(x)__ 0 .0 € x € atg . (10.6)

g(x) gca“ Ay 2_. by J (7“%’7—79 EAT G2 RS

die Funktlon @(z) im Intervall y =0 in der Form

o(z) =1 (at ) (z t,) +1) b sin[—Ee (2=, )] (10.8)
' T o g ATt g it

1 e g
o(z) = = g(at ) 2T§'cos 8+~ ) b sin 27x cos (10.9)
ECEE L_,.T——vatf’)__
bestimmt iétﬁy

“Durch Superpoéifion beider Ergebnisse erhilt man den allgemei-
- nen Fall der Anfangsbedingungen.

Berechnet man sich nunmehr flur verschled»n Werte n die Port-
 fsetzung der Funktlon '

,¢(2) =% coé‘[ 51%§%: (z‘; to)] j‘yf (10;ﬁ0)‘
bZW. \ , '. : : - . o ' ,

g = %sm[ 5—;;-%-; (z - to)] = (10_.r1.‘1.\)'
und | | | - - iT | AN

Q(z).=% [*”cos e, -l en 3 _" - ';(40,12) |

“im Intérvall v=0 Uber z2t  + 2 7at hinaus, so erh alt man
damit den. Verlauf der Funktlon @(z) fur die Anfangsbedlngungen _

f(X) J (Ta—.'t*“ﬂ ‘. ERE (10013)/

0 ¢ x.$'ato' ST | o
g(x) = | S ' o (10.14)

/r“\



B

f(x)=o0 ”,(f'ﬁ'vtil‘;. O (10.15)°

. x ato . o,

| g(x) = I (\v—fT 1’} " (10.16)
‘,‘undl» ‘ 4 :' f(x)imso 4 ‘v' "‘f‘  | b‘v {10.17)

7‘g(x)?=1.  .;,.‘ o . P (10.18)

Unter Beruok51cht1gung der Faktoren g(at ) ay, und b kénnén
diese Ergebnlsse superponlert werdeny 50 daB man damlt néhe-|
ﬂrungswelse durch Ueberlagerung fiir gewisse vorgegebene Anfangs—
bedingungen die Punktion ¢(z) bestimmen .kann, Die Berechnung
der Auslenkform kann dann, wie es im Arschnitt 7 ausfithrlich
dargelegt wurde, graphisch oder‘analytis¢h vorgenommen werden.

Im Anhang dieses Berichts wurden fiir den Fall

t, = 1. | ‘
0,25 . & 1, = 0,25

il

und e a

4 in dén'Diagrammén 19 bis 22 die Teillssungen ¢(z) flirn = 1; 2, 3
~ dargestellt, ‘ Pe o ' - ‘

Soll dann beispielsweise fur die Anfangsbedingungen

£(x) = 0,5 (0,25 - %)%
g(x) =0 e - (10.19)
,7die‘Funktion m(Zf ermitfelt Werden, Sb-ergibt die Entwicklung

- nach Bessel'schen Funktionen nullter Ordnung gemdB den Glei-

, chungen (5 10) bis (5 13)

f(X)‘ 0,026393 J, (4 8101’“) ,
+ 0,006155 J (11,040 fx) b (10.20)
-0, 0030606 J (17, 308‘f§) + oaee |

g(x) = 0 L (10.21)
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Im Diagramm 23 wurden die Ergebnisse sowohl der Ueberlagerung
unter Beriicksichtigung der ersten drei Gleider der Reihenent-

; W1ck1ung als auch der exakten Berbohnung mlt Hilfe elner Re~ ,
'chenmaschlne daroeqtellt Bs zelgt .sich, daB die Abwelchungen

nlcht zZu groﬁ sind und erst flir groBere Zeltun ~.bedeutungsvolll
A Werden. ‘ | .

Im Diagramm'24,Wurden éuBerdem die-Auslenkformen der Kette fiir
verschiedene Zeitpunkte dargestellt. Dabei'kanh festgestellt -

Worden, daf auch die Ungenauigkeit‘zwiqchen'dén Auslenkfbrmen;'”
©die aus der naherungswelse bustlmmicn Funktion ¢(z) berechnet
wurden und denen, die aus der. exakten Funktlon @(z) bestlmmt |

/

‘Wurden, sehr gering sind.

11. Zusammenfassﬁngﬁ
i ] {

;'Zusammenfassend kann also gesagt werden, daB man die Bewegungs—g
gleichung der transversalen Schw1ngungen ciner herabhingenden
'schweren Kette in geschlossener Form mlt dem bestlmmten Inte-
gral ' ’ '

y(x,t) = j[¢(t+2f§'cose) +'w(t+21§'éose)1n(1§‘sin?e)]de (11.1)
= geit  t=r1lg

‘losen kann, wobel diese LOsung naturilch fiir alle Rand— und An—
fangsbedlngungen gllt An Hand des Belsplles einer frei herab-
hangenden Kettc, deren Lange ‘sich mit" konstante“ Gcsohw1nd1g-
| keit ¢ (a = c/{q) vergroﬁort bzw. verklelnert, ‘wurde gezelgt,
wie man diese allgemelne Losung der lefmrnetlalglelchung déen’
"gegebenen‘Rdnd— und Anfangsbedlngungen anzupassen hat. .. ‘

 Aus der Randbedingung fir das freie Kettenende konnte herge}'wbk
leitet. werden,; def die Funktion ¥=0 sein muB. Im folgenden
muBte daher die im wesenthichen interessierende Funktion
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: H‘i B '”w(z) w (t + 2 f§‘cos 9) » (11.2)

¥Gue) = r cp(t + 21?cos e>ae (-15'.3)"

yoaus der Randbedlngung an der oberen’ Elnspannung und aus den
“fuxAnfangsbedlngungen bostlmmu werden. :

_ Fur das Integral (11.3) konnte eine anschauliche Deutung ge-
'-v;funden Werden, die.zu" elner bedcutemden Verelnfachung der ge-
~stellten Aufgabe fuhrte. ' Y

‘Bs konnte dann gezeigt werden, daB man dle Funktlon ¢(z) 1n
.elnem ersten Intervall

e ) T S
oty -2 et € a Lty 2 fat, (11.4)

_elndeutlg aus den Anfangsbedlngungen bestlmmgn kann. Davon.
ausgehend muf dann die Fortsetzung der Funktlon @(z) fur
z )”to + 2‘7at alleln aus der Randbedlngung e

[y(x t)]

ber;chnef Werden; Es. wurde dafur ein Differenzenverfahren ent-
w1cke1t das besonders fiir die- Programmlerung einer dlglta— ’

14

it

@(t+218t cos H)de =l0 % : (11.5)

len Rechenmasohlne geelgnet ist.

. Das Differenzehverfahren‘und die ansohlieﬁende:Berechnung

' “der Auslenkung y(x,t) fir vorgegebene serte t und x aus der
)durdh Geradenstucke dargestellten Funktion @(z) wurden fir.
die Rechenanlage Zuse Z .23 im Freiburger Code programmlert,
'Anschlleﬁend wurden damit uinlge Beispiele fiir diie unter—
schledllchsten Anfangsbedlngungen berechnet

Zur Ueberprﬁfuhg dieser Ergebnisse wurden relativ einfache
Versuche durchgefuhrt. Ein anschlleﬁendor Verglelch der theo-
retlsch ermittelten SchW1ngungs£ormen mit den experlmentell
bestimmten Auslenkformen zeigte eine groBe Ueberelnstnmmung
der Resultate.
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Bs sei hler noch besonders darauf hlngGW1escn, daﬁ sowohl dle

anschaullche Deutung des Integrals (11.3) als auch die Aufqpal-v\

tung des EinfluBes der Rand- und Anfangsbodlngungcn auf die br—
- mlttlung der . Funktlon o(z) flr jedes belleblce Bewegungsgesctz
”der Einspannung gilt. Es L.t also im rr1n21p mogllch, auch die:

.uchW1ngungen dieser Systeme mit dem in dieser Arbelt angcge*eﬁbn

Berechnungsvcrfahrun zu bestlmmen.

'Resultierend aus diesen Ergebnissen ergeben sich ﬁber*nbcﬁ,eine
groBe 4nzahl weiterer Probleme, die in diesem Zusammenhang von
graﬁtem Interesse sind. Besonders sei auf dié'Frage der Stabi—v
lltat solcher Bewegungen hingewicsen, In uchachtforderanla v
im Bergbau und tei Liften treten verschiedintlich Problmme auf, 
~die durchaus 1hren Ursprung in eventuell vorhendenen Instabi-
lltatun der transverszlen: Schw1ngungen der Trageseile haben kon-

.nen, Auferdem ist auch die Verblndunv des bezeichneten Problem—

~kreises zur Charakterisikentheoriec von grofem Interesse.
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Aqslenkform zu verschiedenen Zeitpunkten
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Auslenkform zu verschiedenen Zeitpunkten
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B'eispiel 4

Auslenkform zu verschiec_lenen Zeitpunkten
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Auslenkform zu verschiedenen Zeitpunkten
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