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Zusammen.fassupg: 

In dem vorliegenden Bericht wird gezeigt, daß man die trans­
versalen Schrvingungen einer frei herabhängenden schweren 
Kette, deren Länge sich in beliebiger Weise verändert, in 
geschlossener Form (bestimmtes Integral) berechnen kann. 
Ausgehend davon wurde ein relativ einfaches Rechenprogramm 
für die digitale Rechenanlage Zuse Z 23 aufgestellt, und es 
wurden damit eine Reihe von Schwingungen berechnet. Auf der 
anderen Seite können solche Schwingungen auch recht ein.fach 
experimentell untersucht und in Zeitlupe gefilmt werden. 
Das ·wurde · ebenfalls ausgefÜhrt, wobei sich eine sehr gute 
Übereinstimmung mit den theoretisQh berechneten Schwingungen 
ergab. 

Resultierend aus diesen,Ergebnissen ergeben sich noch eine 
große Anzahl weiterer Probleme, die in diesem Zusammenhang 
von größtem Interesse sind. Besonders sei auf die Frage der 
Stabilität solcher Bewegungen und auf aen Zusammenhang .mit 
der Charakteristikentheorie hingewiesen. 
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1. Ei.Iilei tun_g und Aufgabenstellung 

Das vorliegende Problem gehört in die Klasse der rheölinearen 
S~hwingungen. Man versteht darunter die Schwingungen von _Syste- · 

· men, die 'einer _z·eitlichen lnderung ausg~setzt sind. Allgemein be- , 
zeichnet man ein System, · indessen Gleichungen die Zeit explizit 
au;tritt, als rheonom. Im,_Gegensatz hierzu beschäftigt sich ,die­
ki'assische Schwingungslehre :i.n der überwiegenden ·.Zahl · der Fälle 

.. mit skleronomen Problemen. - Yon rheolinearen Systemen spricht 
· man, wenn die Beziehungen für . die Dämpfung und für die Rückstell­
kraft · linear _sind. 

Bei.den rheoiinearen Problemen kann die Zeit auf seh.r verschie-
. dene 'Art explizit au.ftret?l1· Und zwar_: gibt . es· einmal de?: Yvei taus 

. . . . 

bekanntesten Fall, daß die Zeit in der :µifferentialgleichung ex-
. . . -

plizi t _in Erscheinung tritt·. Insbesondere -ist die Hi11' sehe Dif-
ferentialgleichung, in der die Zeit als periodisch veränderli­
cher Koe.ff;izi,ent vorkommt; . s·ehr bekannt, ·und es gibt eine umf ang-

. reiche Literatur übeT die Lösung solcher. Differentialgleichung'en. 

Der andere Fall ist nun der, daß die Zeit in den Randbedingungen . 
auftritt. Hierzu gibt es einige wenige Beispiele, die bisher mit 

• ( , • • 1 

Er.folg gelöst ·werden konnten. · G.F. Carrier [2] untersuchte' die 
transversalen Schwingungen einer -schweren Kette, derenunteres 

•' , I , 

· Ende :frei herabhängt und die · mit konstanter Beschleunigung au_s 
,der Öffnung her.ausfließt' sowie die Schwiri.gunge~ 'einer Bai te·' de­
ren \eine Einspannung mit konstanter .Geschwip.digkeit längs der 

\ 

Saitcnachse b~wegt ~ird, to daß sich die. Saite verlängeri. 
- ' 

G. Donath [3j untersuchte die transversalen Schwihgung~n ~ines 
in Längsric~tung durch zwei feste Einspannungen bewegten Stabes, 
und P. Matthieu [1j behandelte den Falleines,gesp~nnten Treib­
riemens, der zwischen z1,ve:L. Rollen läuft.' Der Trej_briemen wurde 
durch mathematisch~. Ic;leal'i~ierung reduziert auf eine Saite, die . 
mit konstanter Geschwindigl{:eit durch zwei feste Endpunkte bewegt . 
wird. 

Ein Weg zur Berechnung der. longitudinalen Schwingungen von För­
derseilen mit angehängter Einzellast wird in dem Buch von Savin 

und Goroshko [47 angegeben~ 
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In der. vorliegenden: .Arbeit soll nun gezei"gt werden, wie man die 
tr~sve;sa,le:p. Sc~wingungen . einer schv,eren Kette· Veränd9rlicher· , 

Länge, ·. deren unteres Ende frei beweglich ist, be:i:-echn.en kann. 
. . . . .. 

Wie ~päter noch sehr leicht. zu·-ersehen ist, gelten alle Er- . , . .- . 
r;ebnisse . auch ,für dE)n Fall, da_~ ':am Ende der Ket~e noch eine 
Einzelni.aiü:rn angebracht • ist~ Solche Ketten1;robleme . tr'eten ,in ,, 

• • - ' • ·, • • 1 • ·, •• - • • • • • • 

der Praxis in.mannigfaltiger Weise · auf und gaben denAnstoß •zu 
di~~e; ··Arbeit. Man denke hier nur an ein Hubseil eines Turm:.. .. : 

clrehkrahe.s, das mit einer Last n?-ch unten abgelassen oder her..'. 

äufge~ogen vJird. 

2. Herleitung der Diffenrent,ialgle ichung und. de.s allgemeinen . 
Lö.sungsintegrals .· .:: ;, ·. 

'· , · , . 

Vorweg ~soll an dieser Stelle d er Begriff der.idealisierten . 
schwere_n ,ICei/te, · eingehender .d?±iniert werden. ', Man hat sich unter 
einer sch\;eI?eil. '.Kette . ein GE:bilde ,vorzustellen, daß aus unend­
lich kleinen massebehafteten starren Körpern .besteht, 9-essen -. · . ' ·. . ' . . 

. Glieder miteinander dur9h · reibungslose Gelen..lrn verbunden · sind 
([15j s. ·17?)~ Ei~e -~ol~~~ -~ch~~~e Kette hat also kein6 Biege~ 

steifigkeit. Außerdem eoll für. die. folgende Berechnung- der 
schwingBnden Kette ·.a.:te . ·$ehr Jciei~e rqtatorischc .• Trägheit d·er· 

' .: ',. , .. 

einzelnen Ketten'e·leinente VernachUissigt .. werd,en • . 

V/ir. wollen nun den allgemeinen Fall einer frei schwing·e~den 
Kette mit angehängter Einze.llast am Ende betrachten, die sich 
in einem I:p.ertiaisystem befi:ndet. · Führt ·man ein kettenfestes · 

.. ~· . ' . . ' -. ,; . ' . .• . . . . ' 

Koordinatensystem x,y 9i;n, das seinen•· Ursprung am unteren Ket-. . .• ·' , "\ 

. tenende hat; so. erhält . man gemäß Abb •.. 2 .1 mit dem .. 

Newton' sehen Geset.z für e:i:-n x 
/ / / / // / / / / /././// / ; // . 

P~.. ·: .. · .. : ~_ . ·.· .. 
. ' . .. 

X 
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Massenelement P dx 

..,,.· 2 ' ' 
Pdx 4 = (P + dP)

0 

l~7 

o'l" oX x+dx 
P l.?17 

·?\X..J· ' ·: ... X 
(2.1) 

wobei p . die Massenbelegung pro Längeneinheit und T die Zeit 

sind. 

Mit 

p = p g X + m g (2.2) 

und ·mit der Taylor-Entiivicklung 

,; . : .: :' .' . ' 2 . ', r~l - ~--. ' 4' -~-· dx .. - ' -- . 
. ~-v . - :'IX + 1 1 + • • • . 
. u .. ~' x+dx , (/ • _dX ' • .' 

erhält man unter der Voraussetzung kleiner Auslenkungen die 

Differentialgleichung der Bewegung der Kette zu 

Für den Fall, daß keine Einzelmasse c..un Kett.enende vorhanden ist, 

lautet deinnach die Differentialgleichung 

Diese Di:['.ferErntial:gleichung .wurde · in dieser Form $Chon .. von 

BerP.:ouJ.li r 107 . angegeben. Die ;G~eichung (2. 5) erhält- man auch 
' ' 

sofort aus Gl?ic_hung (2.4) d1,lrch -die Tran~forma:t.ic;;m 

X + ~ = u, (2.6) 
p 

wobei man nach der. Transformation wieder .für u 
·. hat. 

:X: zu ·setz_en 

vVenn man also die Bewegung einer Kette ohne Einzella:~t kennt, 
so bedarf es nur der Transformation 1 (2.6), und mari' kann auch 

•• • ' 1 

die Bewegung einer Kette mit einer angeh~ingten Einzelmasse be-
· rechnen. 
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-Mit der weiteren Trans.formation 

T = t 

wollen wir Gleichung (2.5) in ciie endgültige F_orm 

bzw. (2.8) 

(2.9) 

bringen. 

,· 
,Die Lösung :.~er Differentialgleichung (2.5) und damit der Glei-

chung ( 2. 8) ' für die skleroJ;1.om;0n Randbedingungen 
l ' • 

ry (x, T) 7 - 0 
~ .... . (2.10) 

. ..: }C = 1 

und 
~· . 

·. f y ·· . (x,r )7 = g r y {X,'I") 7 
TT ~- x 

• "j 

0 X 
' 0 = X = 

(2.11) . 

ist bekannt. und .führt auf ein ' EI'genwertproblem,· dessen Eigen­
werte di~· Nullstellen der Bessel' sehen Funktion nullter · Ord- . -· 
nung sind [117. " · 

Mit Hilfe der Lapla.ce-Transforniation ist_ es möglich, für die _· . 

im folgenden zu untersuche~de : 'Diff.e~entialgle~chung · (2 ~-8) die 

allgemeine Lösung in Farin von-bestimmten I~~egralen mit · zwei· D 
. . . 

willkürlichen Funktionen anzugeb en, 1,vobei diese Funktionen ein;.;.•,. , .. 

deutig aus den Rand- und Anfangsbe.dingung0n zu bestimmen · sind. 

Die spezielle Laplace-Tr·artsformation soll . so 3.?gcsetz.t werden, 

daß , die Variabie, hinsichtlich deren die Trensf or~ati~n vorg.0-. . ' 

nomrn.en. wird, die Verä~derlichc t sein soll. Die _Variable x ist 

dann bei• der -Transformation ein Parameter. Damit kann man also die · 
Laplace-Transfo~matiori in 'd er ·Foi~rn 1. 13,7 , 

. . • . 
= y (p,x) · (2.1'2) 
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schreiben. Es wird durch diese Transformation di.e sogenannte 

· · Ober
0

funktion y(x, t) :lm Oberbere'ich in die Unterfunktion Y(p ,x) 

im Unterbereich übe.rfiihrt ([137 s • . 36) •. 
• • .. 1 ' • 

,•,• -

· Für· d±e Laplace-Transf'.ormation der: DiffercntialgI~üchuhg (2 •. 8) 

ergeben ·sich di0 Laplace-Trans.formationen dE;r drei Ab.leitungen 
- · .'"· . • • ·. . t · zu .. ( [13 J s • 5 3) 

· IJ 2::l. 
dt = - P r Y c x, t ) l. + P • Y c P , x) , ; . . . . .. . 

· ·f = 0 . . · ·, .. 
· .. . . :, . 

P2[i(x,t)]t=0 + p~ • Y(p,x) I 

(2.14) 

und mit dem Vertauschungssatz ([141 s.170) ist 

L ~ = -:.~x Ly (x t) = dY(p ,x). ox u _ , · d x 

und, 

·. ' ·, 

(2.15) 

(2.16) 

Dam:it entspricht der Differentialgleichung (2.8) . im Oberb;:; reich 

. die Differentialgleichung 

. (2.17) 

im. Unterbereich. Diese inhomoge_ne gewöt...nliche Differentialgle i­

chung zweiter Ordnung im Bildrau.,,u soll dadurch gelöst -s1erden, 

daß im folgenden zuerst die .homogene .. Diffe_renticügleichung 
. ' ' . . .. ,,· ·. . . 

2 , cl Y ·dY 2,~ O X~ '+- p ;. = I 
dxc. clx 

(2.18) 

... 

· erits~~rechend den trivialen Anf angsbedingungcn 

(2.19) 
/ . 

und 

..... 
• •• • · · 1 . 

. ' \ . :. ~ . : . 
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o, . ' (2.20) .-

bearbeitet wird, und. Clann durch die Variation der Konstanten die 

inhomogene Different:j.algloichung auigelJst .vJird. :Pa.nach hat man 

die Laplace":".TrE!-llsf o~~ati9n rü..cl{gän_gig zu machen 'und muß dann . 
• ' • • 1 1 • 't : • ·, ' . . : • ; • • • • • .. ' . . • . . • 

die Lösung . den Rand- und .i:.nfa.ngsbedingungen des Problems anpas.:;. 

sen. 

Es l1at'sich gezeigt, · daß die Auf~ösung der hOmogenen Diffe­

rentialgleichung (2 .18_) bedeutend ein.f achsr ist, wenn man zuvor 

die Transformation 

(2.21) 

durchführt, so daß die Differ~nt:i_algleichti.ng (2.18) die Gestalt 

d2Y + 1 • 
dY::. 

L{, p2 ,r 0 
, d!;2 g ä.~ 

... .1.. = (2.22) , 

bzw. · 

(2.23) 

annimmt. 

Zunächst soll die allgameinero Diffcrcriti~igldichting 

(2 .• 24) 

untersucht werden, wobei dann . später für die Löst.u1g dor Dif­

ferentialgleichung (2.23) a = 1 zu setz~n ist. :·: 
' 

Boole [ 57 gibt einen. Weg. an .. , wie man für die gew~h,n~i.che Diff e­

rentialgleichung 

d2"" d··v· ~ 2 . , . 
F .I..+ J. r_::-_f=O 
'=> d!;2 a a.s - q .,, (2.25) 

das ·allgemeine Integral in Form von bestimmten Integralen ((12J 

S. 246) finden kann. Bevor nun für die Differentialgleichung 

· (2. 25) das .bestimmte Integral abgGleitet v;erden soll, ist es 
' 

sehr zweckmäß~g, einige aLLgomeine Zusammenhänge über das Ver-
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· fahren der bestimmten Integrale vorwegzunehmen. 

Es liege eine gewöhnliche Differentialgleichung der Form 

dnx - dn-_;Y 
(ao+box) dxn + (a1+b1x) dxn-f + ... + (an+bnx)y = 0 (2.26) 

vor, die man auch unter Verwendlmg. der Opcratorenschreibweisc 
in der.Gestalt 

schreiben kann, wobei eo und 'i' ganze rationale algeb,raische 
.Funktionen von der n-ten Ordnung sind. 

Es ist also 

cp (a.xd °"",: = b dny + b dn-1 . Y o dxn .1 __ J+ 
dxn-1 

. . . + b = co(r)y. . n .. 

(2.27) 

(2.28) 

Um die Differentialgleichung (2°.27) zu lösen, machen wir in 
Form einer al1gemeinen Ls3-place-Trans~ormati'on den Ansatz· 

y = fexr • T • dr, (2.29) 

. wobei T nur eine Funktion von r, aber nicht von x_ sein soll. 
Die Form der Funkti'on.T u.nd die Integr'ationsgrenzcn, die ;unab-

. . 
hängig von .x ·vorausgesetzt-werden, sind dadurch zu bestimmen, 
daß man diesen Ansatz (2.29) in die DifferentialglGichup.g (2.27) 
einsetzt. 

Es' ergibt sich 

r 
J. 8xr r xr 

• 'l' (r) • T dr + 1 xe • t+i(r) • T dr = 0. 
,J 

(2.30) 

· Der zweite. Ausdruck geht durch :partielle · Inte·gration über in 

und damit vvird die Gleichung (2.30) 
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(2.32) 

wobei das erste . Glied zvJ'ischen den noch unbekannten Grenzen zu . 
nehmen ist. Diese Gleichung (2.32) ist abor sichor erfüllt, ·wenn 

. . ' . , 

man 

(2~33) 

.. 

setzt für alie Werte r -innorhalb des Integrationsbereiches und 
wenn außerdem 

·, 

~xr · cp(r) T 1 = 0 (2. 34) 

für die noch unbekannten Grenzen ist. 

Die Gleichung (2.33) ist.damit zur Bostimmungsgleichutlg für die 
an·gesetzte .Funktion T gew.qrden, und aus der Gleichung (2. 34) 

' kann man die entsprechendenintegrationsgrenzeri ermitteln. 

Schreibt ·man die Gleich1..mg (2. 33) · in __ der Form . 

. (2.35) . 

so ist , das eine gewöhnliche lineare Differentialgleichung 
erster Ord':1ung für die unabhängige V.eränderliche cp(r) ~T. 

Für die .Differcrit~algleichung 

ist die allgemeine Lösung 
·r . r . . 

-,Pdr - ;Pdr 
. _ y = A • . e ·:.J . + e . .., 

r-
r- Pdr 

• JQe,;. , ' · dr • 

Ein Vergleich der Gle.ichung (2.36) mit der Gleichung (2~35) er-. . ; . . 

gibt, d.aß 
.. . . , .. ' 

, ... ,. 

'. ··und P(r) = ··.fu) - ~~ 

ist, so daß sich als Lösung der Gleich1..u1g (2.35) ergibt 



also 

9 . ..; 

cp(r) T= A • 

· r'f(r) ··. · 
e.Jc,ötrjdr·-.· 

T = A--­
cp(r) 

I 

wobei A eine willkürliche Konstante ist. Damit ist die, 

F1._l.Ilktion y (Gleichung (2.29)) 

r·~, ( . xr+: r dr 
. re HO r y = A •··'. ____ _ 

c0{r) 

bekannt, wobei die Integrationsgrenzen ·aus der Gleichung (2. 3ll-) 

zu bestimmen· sind. Setzt man in Gleichung (2. 34) die _ 1!1unktiori T 

gemäß Gleichung (2~39) ein, so lautet .die Bestimmungsgleichung 

für .die.· Integrationsgrenzen 

.. 
b'zw. · 

r'{'(~) d . 

8
J ro(r) r 
---

co(r) 
= 0 

!. xr+J;trj drj· 
A e ., .o r = 0 • 

V·ot;usset;zungsgem.äfi'--'so1leh_, .di~:Grenzen unabhängig von x sein. 

In dom Buch von Forsyth ([127 s/ 248) wird gai1z allgemein ange .... 

g0ben, wie man. aus Glei~hting (2.LVi) die Integrationsgrenzen er-

hält. Dieses allgemEünste Verfahren schließt auch die-.. Grenzen 
. . 

ein, welche man errechnet·, indem man die von x unabhängigen 

zeln der Gleichung 

bestimmt. Für diese Grenzen ist die Gleichung (2.L~1) auf jeden 

Fall erfüllt. :8rgcben si'ch· damit n lineqr unabhängige partik.u-. . 
läre Lösungen, Wie mari sie .für die Differentialgleichung ( 2. ~~7) 

benötigt, so genügt diese Art der Bestimmung der Integi'ations­

_grenzen aus Gleichung (2 .• 42) vollauf. 
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Nach_ dieser Vorbemerbµ.lg . besteht nun die Aufgabe, die allge...;._ 

meine Lösung für die Differentialgleichung (2.24) mit Hilfe von 

bestimniten Integralen zu berechnen. ; 

Diese Gleichung -ist ,eine gewöhnliche Differentialgleichung zwei~ 
· ter . Ordnung, für die ~•s zwei lineare unabhängige Lösungen . Y ge­

ben muß. 

Mit der Abkürzung 

., . ,_, 4 2 = _q2 p . 

lautet diese Diffe:rentialgleichung 

Das ist e_ine Differe:ntialgle:\..cliung in deir Gestalt von Glei..; .• 

ch1-mg (2. 26) und .(2. 27) .~-, für .di~. giit 

·.'f(r) = a · r • 

I)ann ist · 

. ·, 

_und somit ergibt si9h . gemäß' Gloichuri.i '(2~l~ciy: . . . . •, . • · . 

mit den Integrationsgrenzen, die man aus der Gleichung 
a 

. . . . °2 
e~r (r~-q2 ) ; ~ 0 

. · .. 

(2 .• l~5) : 

(2.Lt-6) 

(2.4?) 

: ,J 

. (2.4.§.) 

(2.49) 

1 

/ 

' 1 
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Da für unseren Fall a ,p.ositivist, ergebf;n sich unter dieser . 

Voraussetzung zwei Wurzeln der , ~leichung (2.4•9) zu 

und r = q ,, 

Wenns> 0 ist, so ist 

r = - 0) eine d.ritte f!urzel und 

wenn · s < 0 ist, so ist 

r = +m eine dritte Wurzel. (2.52) 

Da. wir in jedem Fall drei Nullstellen der Gleichung (2.Lf,9) 
h~b~.n, kann man ;jeweils zwei linear unabhängige p e.rt,ikuläre 

Lösungen angeben, so daß sich für das o..llg0meine Integral er-
gibt: 

Bei~ >0 

y 

bzw. · bei s < . 0 . 

· Y 

. 1 . 
rq 2 2 ~a-1 

= A t (r -q )c ,, 
-q 

, · 

. (2.51+) 

Um cliese Lösung weiter .zu vereinfachen, · ·soll die Sub@titution 

r = q cos 0 (2.55) 

eingeführt ·werden, wobei e die net\e unabhängige Veränderliche 
sein soll. Setzt man Gleichung. (2.55) • in ·da,s erste IrJ.tegral von · 

Gleichung (2.53) ein, so erhält man 
1 

o . ~a--:1 
· Y

1 
=· A J (q2cos2e-q2 ) /;qcose (-qsinG)dG 

TT . 
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Da . q vor 0~rnt .· ls :'.onstante betrachtet werde11 soll, ist 

TT 

= 91 j eqgcos EI '(sin-~)a-1 d8 
0 

eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung (2 .4LI-) ~ 

Das zweite Integral läßt sich nicht ohne weiteres mit der 
Substituti9n· (2""55) umfoi::men, da es :für die Grenze -ro k~in ent­
sprechendes e gibt. Daher soll versucht werden, auf einem ande­
ren Weg _eine zweite linear unabhängige Lösung der Differential­
gleichung (2.LJ-4) zu finden. 

Mit dem Ansatz 

und der neuen abhängigen Veränderlichen vergibt sich die Dif­
ferentialgleichung (2.44) in der Gestalt 

(2.59) 

·Ein Vergleich mit der Differel'ltial~leihhuhg c2)iÄ) zeigt sofort, . 
daß sich diese beiden •Gleichungen nur dadtiieh tlhters~he:i.den, 
daß für den ·Faktor ~ in Gleichung (2.LJ-4) de~ Faictor (2~a) in 

Gleichung (2.59) steht. 

Da die Gleichung (2.57) eine partikuläre Lösung der Di!feren­
tialgleichung (2.44) ist, ·kann man· 13.lso sofort · auch eine parti-. 

kuläre Lösung für die Gleichung (2.59} angeben; 
TT 

v2 = c
2 

.f eqsco~e (sin' B)1-a de. (2,60) 
1 0 ' ' ' 

Wird die Transformation (2. 58) .rückgängig gemacht, .so wird 

rr 

Y2 = C2 i;1-a OJ eqscos . e (s~n e) 1-.a d0. (2„61) 

Durch die Rücktrarisformation geht die Differentialgleichung (2.59) 
,wieder in die Differentialgleichung (2.44) über• und damit ist 
Y · eine weitere partikulärc·Lösung der eigentlich interessieren-2 
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den Differentialgleichung (2.44), . die .linear unabhängig von der · 

ersten.Lösung (2,57) ist. 

Das allgemeine Integrql der Di.fferentialgleiyhung (2.L!-LJ.) ist 

demnach 

TT TT 

_\ · Y = c
1

. J eqscos 8 sina~1 e •d8 + c
2 

t;1-a f eqscos 9sin1-aede • (2.62) 
o _ d 

\ ' 

· pj.e .Nullstel~eri der' Gleichung (2.49) hatten Yrir. u:nter der Vor­

at1ssetzung · a >0 bestimmt. 

· ·Ganz analog ·muß de3mnach !ür die, Differcn.tialgleichung (2. 59) 
die Forderung 2-a > 0 erfüllt sein, damit wir ~as e~tsprechende . 
partikuläre Integral von der .Differentialgleichung · (2 ,LJ-4) . über­

nehmen lrn1mtel). • . Demnach gilt .die .allgemeine Lösung (2.62) nur 
fiir. 

0 (- a ( 2, 

, . .. 
Um die Lösung der Differentialgleichung (2.23) zu finden, fst 
zuerst 

a = 1 (2. 63) 

zu setzen: 
. \ TT 

Y = ;~~ tr eqs _ cos 8[ c1 sina-1 e + o2 (-t;· sin 8 ):-e.JdO ~-• (2.61.J-) 

Ersetzt man die Konstanten o1 und c2 durch die neuen·•. 

und (2.65) 

·· af. 1 , 

so ist 

( 1'
1
TT
0

q~. cos e r.~ .· a-1 s1·na-10-(r> s· i·n ci) 1-a . · ) ·. 
Y ~ lim (

0 1 
• LÄ1 sin- B + B1 - a-~ · jd9)(2;66) 

a-'1 



' /. 

Wie man sehr leicht mit dE:r Regel v<?n L'Hosp~_tal zeigen kann, ist 
~ ... ~ • • ·-, • ' ' • ' • ,, . • 1 , ' • ! , 

. . sina-'1 9 - r;.; Ain e) 1-a ··· 2 · 
11.m ----::,._\_~~., -- - •• · · = ln ( s sin e') , 

.-i · a-1 . · 
a-- 1 

(2.67) 

so daß sich für Gleichung (2.66) ergibt 

(2.68) 

Diese Gleichung stellt 6lso die a,llgenieine Lös1.mg de:r Differentic:.1-
- f 

gleichung (2.23) dar. Es müssen nun ini nächsten Schritt die Trans-
'- formo.tionen (2.21) und (2.43) sowie die Laplace-Transformation rück­
gängig gemac·ht werden. 

' Die beiden ersten T:ransformatiorien ergeben 

rr 
Y (p~x) . = f e.2 fxcos ep L A1 + B,, ln crx sin2 8) jd9' . • 

. OJ . 

Diese allgemeine Lösung· (2.69) der hopiogenen gewöhnlichen Difforen-
. ' , . 

· tialgleichung (2.18) gilt nur .für düf trivialen J;.nfru1gsbedingungen 

(2 i 19) und {2.20}. ·.Aus die s em Ergebnis erhält man aber ~<if~;t durch 
Variation der Konstanten die allgemeine Lösung der inhomogenen Dif­
ferentialgleichung (2~17) für beliebige Anfangsbedingungen zu 

rr . 

Y (p ,x) =) e2 fx' cos /Jp [ A1 (p ,x) + B1 (p ,x) • ln c/X sin2e) ]de .(2. 70) .. 

Die Ri.icktransformation der Laplace-Transformation kann mar1 in der _ ·. 

' Form (131 . 

y Cx,t) = L-1 · V (p,x) (2. 71) .,_ 

io:t 
1 r Y(p,x) ~Pt y (x,t) ! dp (;2.72) = 2rd..ii.J · 

t.; . p ·: 
. C, 

schreiben. Damit ergibt sic4 für ct0n ersten Summanden der _.Gleichung 

(2.?0) 

. . .ic:> IT 

= 1 . Jr.1 ePt f e2 fx cos ep A (p ,x)dedp 
~TTi. · p 

0
J 1 

-1.o:i . 
.(2.73) 



15 

bzw. 

Mit der zvieiten Vei'schiebungsregel . von Heaviside ([1~] S.20 und 

S. 307) erhält man de.raus sofort das Ergebnis· 

. . 
, , . ·'JT 

. r 
: · y1(x,t) ·=- ·j t!) (t ·+ . 2 fx cos 9) dS 

. . .o . 
· (2.75) 

und mit der ganz entsprechenden Anwendung der Rücktrarisformatio'n 
' . · , ' ' ' 

auf den: zweiten Summanden :der Gleichung (2.?0)ergibt sich die 
allgemeine Lösung der ·Differentialgleichung (2~8) zu 

n . 
y(x,t) = J [cp (t+2fx cose) + 'f(t+2Tx cose) ln(fx sin28 )]de (2,76) 

0 ~ . • . . 
.. . ' . : , 

. . -
Die beiden allgemeinen-Funktionen cp und 'i' sind, wie schon ge-

sagt wt1.rd~, den rheolinearen Rand- und .:\n.fangsbedin.gungcn des 
Problems anzupassen. 

Für die v1eiteren Rechnungen hat es sich gezeigt, daß es sehr 
vorteilhaf'.t ist t fiir das Argument der Funktion. q, bzw. '1' 

z(t ,x,e) = t + .2 fx. cos e .(2.77.) 

zu setzen, so daß m,m also ·-schreiben kann 
1T 

- r r (z) 
. . 2 . -

y(x,t1 . q> + 1 (z) ln ( fx sin 0) jde. 
. . J ' . ·O 

3„ Formulierung -der Rand-· und Anf™~bedingungen 
. . 

Vlir wollen nun vom skleronomen zum rheolinearen Kettm-i:problem 
übergehen. Zuerst soll d·er , Fall untersucht werderi, daß sich in 

~in~m Inertialsystem eine frei herabhängende: Kette ohne · :Ginzol- · 
.• . . ' 

masse am Ende mit konsta.'11.ter Geschwindiglceit c aus einer fest 

•mit dem : Raum ve·rbundenen Öffnung herausbewegt. Hierfür _ sollen 
. ' . . . . ' . ' 

die _transversalen Schwingungen ber,:;chnet werden • . · 
1 . • 

Sowohl der mit der Öffnung verbundene H.aum als auch die mit 

konstante'r Geschwindigkeit bewegte Kette stellen Inertialsyst~me , • 
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. dar. Daher entspricht nc.:1ch .b0k::.u"D.1t'en Gesetzen .über Inertialsystc- · 

m,e, der betrachtete Fall auch de; transversalen '~Grv(,:lgung einer 
in Be zug 8.Uf den Rau-111 ruhenden Kette, deren Länge . sich dad"t,lrch 

<vet,gr,ößert, daß die Öffnung mit konsta.n·!;er Geschwindigkeit c 
nach oben bewegt vrird; 

. Im folgenden soll imm0r d c:r letztere Fall betrachtet werden, , . 

wobei als Koordinatensystem ein kettenfestes ·x-y-System mit 
.dem Koordinatenursprung · ai-:n Kettenende V8rv'fendet wird. Das be­

·deütet, daß die- Differ,ontialgleich.ung : in dor Form (2. 5) bzw. 

(2.8) auch· für die mit konstanter Geschvrindiglrnit ~crlängortc\ 
Kette gilt, nur die Ilandbodingungon" ändern sich .gegenüber der 
Kette mit konstanter Länge. 

Die Randbedingungen lauten für die .bewegte Kette ohne Einzel­

. masse am Ende, also für die· Di'fferentialgleichung (2, 5), 

(3.1) 

und 

Die vollständige Festleg1..mg einos Problems kann z.B. durch die 

nachstehenden Anfangsbodingungen erfolgen: 

' -, L j"(x,r) J · = g_ (x) • 
. T='.1'.o , . ·I 

Aus der Bezi~hurig , 

kann man für eine .bestimmte An.fE•ngslänge 1 0 der · Kette w.1d 'fur . 

eine gewisse Geschwindigkeit c den i1nfangszeitpunltt -r 
O 

ermitteln. 
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Da es sich gezeigt hat, daß 
, Dift'erontialgle~.cllung '. (2. 8) 

(2. 7) mit d_er Abkürzung 

0s bed0ute,11d günstiger ist, mit d~r 
zu . arbeiten, _soll die Tr;:,..nsformation 

. , 

auch in di0 Rand- und !1.nfangsb0dingungen eingeführt werden. 

Daru1 lauten die Randbedingungen (3.1) und (3.2) 

und 

r 
= : y (x, t) ! , 

L. x . ..J O ( 3 .7)-
X= 

während die Anfangsbedingungen (3.3) die (iestalt 

J
-, ' 

= g • g_ (x) = 

J 

an.nehmen. Sowohl die 1\nfangsauslcnkung f (x) als auch die. Jmfangs­

gesc?-windigkeit g(x) 'der Kette sind frei wählbar, wobei sie aber 
· in jedeµi Fall die Randbeding1.mgan erfüllen müss_en. 

' ' 1 

D~r Anfangswert t
0 

ergibt sich aus dem .r\nfa.ngszeitpunkt T 
O 

und 

j der, Anfa11gslänge 1
0 

zu 

· t = 10 
o a • 

Nachteilig ist natürlich im Moment, · d?-ß die Größen a und t 
O 

· · 

nicht direkt eine Geschwi11digkeit bzvi. ej_nen Anfangszeitpunkt 
d 2.rstellen, aber beide Größe~ sind direkt proportional zu __ den· 

wirklichen r:erton. Zur Vor.cinfachung sollen daher auch die · 

Größe a als Geschwind~gkeit und die Größe t
0 

als Anfangszeit~ 
pu11kt angesprochen werden, wobei aber für praktische . Beispie­

le immer die Beziehungen (3.5) und (3.9) z~ berücksichtigen 
sind._ 
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·:. :, :Es; l:>esteht also im nachfolgenden· dü~ Aufgabe, die Lösung (2.76) 

., ,; der Dif.fe·rcntialgleich~ (2.8) · d.e_n oben ge~annten Hand- und An­
fangsbedingungen anzupassen. Zuerst soll _gozeigt werden, d~ß 
aus der. Randbedingung (3.7) folgt, daß die Funktion _'Y = 0 sein 
muß. Setzt man die allgemeine Lösung (2.76) in die Randbedingung 
(3.7) ein, so .erhält iµan 

' TT TT . 

[ Jtp" (t+21xcos8 )de+ J,l! 11 (t+2ixcos8) · ln(fxsin2e )d0 ]x=O 
0 0 . ., · 

TI TI 

= [ fx. J cos9 · q)' (t+21xcos8 )d9 + j ~.J cose, '1'' (t+2fxcos0) •·1n(~si~20 )de · .. 

TT 

+ ~ l 'i' ( t-t-2 fx' cose )d8] • 
c:x d X=O 

Durch partielle Integr~tion de
1

s ersten Summanden der rechten 
Seite der Gleichu_rig (3.10) geht dieselbe über in 

TT TT 

[öJcp"(t+2(x ~os·· 9)d0 ·+).'Y"(t+21?c cos8) ~ln(fx sin48)de]x=O 

· TT . TT . 

= ! 2 ! sin2e • rp11 
( -ti+2 fx co,s8 )dO + ;k,_ :'_ cos 8 "l'' (t+27X cos e )• 

L d rxd 
TT 

• ln crx sin2e )dA + ix .\ 'f ( t+2 fi' cos 9 )d8 J 
() ·- · . X=Ü 

• 

Da nwi 

(t) 

eine Konstante bezüglich der Variablen Q ist, sind jev;eils die 

ersten Summanden der linken und r .ech.ten Seite, der Gleichung (3 .11) · . . '} \ . 

einen(]er .gleich: 
Tf TI . 

r r . · 
, L J c.otr( t+21x cos 0 )dB -

0 . . . . 
2 \ sin28 • ~D n ( t+2 fx · ~O'S 0 )d8] . . 

d ' . ' X=Ü 

28· ~ 11 (t+2f'x _cos e )de J · =· o. · 
X=O . . . 
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Damit vere,in:f.~cht $ich ·<;lie _Gleic~ung (3.11) zu 

r1T 2 
'Y"(t) lim i ln (fx. sin e)d9 

1 rn . . 2 . 
= 'l' ' ( t) lim ; c o .s 0 · ln ( fx s in 8 ) d8 . 

. ,. .. ·.X-•0 0., x--o ~ d · 

~1ine · niili.ere Betrachtru1g des ersten Summanden der. recp.ten Seite 

lte;··er Gleichung zeigt' .da.8 der I:n:begrand eine ungerö.de F~ktion ' 

in Bezug auf die Stelle e·=; ist. Damit ist das IntGß~al .für 

al;J..ff Werte ~ identisch Null, so daß auch der ~esamte Ausdruck 
. des Summanden Null ist. 

Mit. der Formol .von Eul0r (['61 Bd. II s. 78) 

. r TT 

· i ln sin ede· = - * ln 2 
J 

0 

· läßt sich dann die Gleichung (3.11.j.) alq Bestitnmu.rigsgleichung 

für die Funktion 'l' in .de:r Form 

schreiben. ' Da die be1,den:. 0t1;I1lmttn_den des Grenz:wertes mit verschie..:. 
· .dener Größen~rdnung gegen Unendlich . geh~·~, lt~ ~ie Gleichung 

(3.15) .für alle Zeitpunkte t nux· erfüllt _werdep., wenn die ) 

Funktion 

'l' (z) - 0 
, 1 

(3'.116) 

ist. , 

Diese Forderung für die Funk·!iion '!', · die sich aus der Randbe­

bedingung (3. 7) ergibt, . stel}·b _ein~. wesentliche Ver einfachung 

des Problems dar • 
.. . . · · • ....... . . .. ' 

.. .. ..... 
Zur Lösung der gestc~ll ten Aufga1;> ~t · is¼ es also .nu.:,;.-.no_ch erforder-

. . 
. lieh, q.J,l~in die Funktion r0 . den gegebenen Anfangsbedingungen 

und. de; ·ve~bloibenden Rqndbedingung (3.6) anzupassen. ' 
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Mit der :t;n,tegraldarste1lung für die Auslenkung y(x,t) · lcatm~ nwn 
die . Rkmd-· hnc1 Jmiru1gsb~ai~g;ungen folgendormaßen f111geben: 

Rapdbedingung ( 3. 6): , 

rTT 
j rp (t + 2 ] at' cos e )d8 = 0 

0 .· 

• 
Anfangs~edingungen (;S.8) zum Zeitpunkt t = t 0: 

rTT . . ' 

i (o (t
0 

+ 2 7x' cos e)de. = f(x)' 
OJ . 

·. TT 

fto' (t + 2 Jx cos e )de. = g(x) 
. OJ 0 

at o, 

Aus diesen Gleichungen ist also die J?unkt;ion rr,) zu berechnen, 

womit dann sofort die Auslenkung y(x,t).durch 

r TT 

:y(x,t) = j~(t + 2 t;;' cos G )dA 
0 

bestimmbar ist. . 

(3.20) 

Für die nachstehenden Ueberlegtmgen soll eine Differentialbe-, . 

trachtung erster Ordnung :für die Ketteneinspannung durchgeführt 
werden: 

y .... 

I , 

X 

x+dx=a ( t +at) 
. 0 . 

Abb. 3.1 



Aus der Abb~ 3~1 kann man sofort ·abiesen: 

-·r~J . • a•dt 
- Lax i+dz~a(t +dt) 

t•t · 0 · · · 
0 

. . . . . 

Mit der Taylor-Entwicklung ist 

r.2il.J 
Lox x+dx=a(t +dt) 

0 . 

,und damit wird 

also · 

a rl~.xy. ]x=a· t + r· o 7 . !E O-;;, 
v LffJx=at . 

t=t O · t=t o. 
. 0 0 

(5.21) 

.. ,• .... .(3.2?) 

(3.23) 

. (3.24) 

Die · Gleichung (3. 24) :besag~ also, daß aus rein meschanischen ·Grün­

den eine Beziehung zwiachen de; herizontaien Kettengeschwindig­
keit- und der Anfangstailgente an der Einspanris:telle zum Anfangs'."'" 

~eitpunkt erfüllt sein muß. Andererseits er§cheint es aber auf 
den ersten: Blick ungewohnt, aa·ß an einer ·fe.sten Einsp·annung d·{_e 

horizontale Geschwindigkeit der ~ett e 'ungle:l.ch Null seih kann.: 
Man versteht das sofort, wenn man sich für den äquivalenten Fall, 

~a~ ~ich die Xette mit konet ant~r ~eschwind{g~~it a~s der Oeffnung 
. ' 

. herausbewegt, einma·1 die Geschwindigkeiten an der Einspannung 

· selbst einträgt: vy 

. -/ 

T· 
k 

Abb. :, • ! 

in• einem kleinen Zeitintervali hat die Kette in erster Näherung 

die konstan~e Geschwin,digkei t vk' . die sich aus der vorgegebenen 

und bekannten vertikalen Komponente a und dem Fdnkel a ergibt.· 
' . . . ·. , ' 

Ganz analog ergibt sich demnach bei der Zerlegung _ der Geschwin• 

digkei t vk s.ueh Oine horizont~c Goaclwdndigkeit!fkom:ponente i 

. vy =- [ g(x) Jx=ato, die es zu erklären galt~ · . . · · . . . . . 
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' . ' 
Ein · einfacher Sonderfall ist natürlich . der, . daß idi~ Tang~lf..t,.e an 

der Einspannung Null ist, also eine vertikale Tangente vorliegt, 

da dann gemäß Gl?iöhung (3.2~-) auch die _ Geschvdndigkeit an der 

Einspannung Null wird. . • \J'~r:~•, • • · - ! v· . Q ..:, . A-. ,. . . \, 

Zum g:t.9ith0n Ergebnis (3 .• 24) kdmmt man nuch, wenn mru1 für die 

· Handp;e.dingung · (3 .17) die Abkürzung 

'', i' 

· rr • ', , ··· 
U(,t) = Je0Ct + 2 1 at cos 0) d0 

0 . 
1 

einführt. Allgemein bedeutet als U(t) die Auslenkup.g an der 

Eilispannstelle, , -_ . 

, ' 

· Die Randbe_dingun·g läßt· sich somit iJl der li'orm.··· · · . 

U (t·;'.= 0 (3.26)°' 

schr~iben. Hierav.s folgt .. aber · sofOrt, 'daß auch sämtliche Ab­

leitungen 

t 
0 ... 

(3.27) 

'••· 
sein müssen. ., ... 

Damit durch ein Näherungsverf ahre:h beliebiger Art; die Funktion 
' - ) • 1 • 

Ui t;) approximiert werden kann~ m~ß sie · neben der .Anfangs aus-

. lenlrung U(t
0

) = 0 wenigstens auch ]1lit der 1.wflli"1.gstangente Null 
beginnen, wie ein näherer Vergleich dieser Forderung 

(3.28) 
• 

; . . . 

mit der Beziehung (3.2L~) zeigen wird. 

Schreibt man /lie .Affa_r1gstangente JJ(t
0

) aus, so erhält man 
. ., ' \ 



. Hierbei .ist der erste: Gununand gleich clor transversälcn Geschvdri­

. digkci t der Kette an der J~:inspannstollc zum / . .nfangszei tplmkt und 

ds.s Integral des zweiten ßurnmandcn entspricht der ~Cnngent0 an 1 

. , der Einspan..ri.ung ', ~um. Zoi tpunkt t 
O

• f.fan 1W,11Il daher die 01?ige. Glei­

chung auch in dor Fö·rm 

schreiben • .' Das ist genau dio gleiche J::7orderung, die · wir auch · 
, , . - I . · - . • 

• aus der Differentialbetrachtung ·fü.r die K0ttencinspan:.QU1lß er:-

halten hatten. Sie besagt ne_mlich mit s.nderen \:orten, daß sich 

die Ra11dbedingu11g. (3~ !7) nicht mcr.,.r , r:lllein ' nuf dio 1'.nf2JJ.gsaus­

lenlnmg bezieht, ,sondern daß sie ·.auch bei gegebener .t\1ifa.'1gstan­

gente .an der :Sins1)aI1nung die .GröE'ie der Anfangsgesch~._;7~ndigkeit 
wL dicsor Btelle · bestirrirut. 

4. lmschaulichc Deutung des Integrals ~d .iJ.ufspaltung des , 
. Einflusses von nand- und /::I!fl.J1~e--.?be_q_fllgu.~15.~n __ 

,. Das pestimmte In·liegral ~~er riandbedingung (3.17) lrnru.1 durch li:ul­
tiplikation mit dem Fnktor 2: fci; ' iri folgender· ·.roise umgeschrie- . . 

ben werden: 

!~(t + 2 frt cos 9);2 f a:t d8 - 0 
0 

-. ·: ' .__. .. Man' kann sich dieses Irrtogral so vcI'anschqulichcn:•:: 1'.Tenil. ,man -die 
•· 

Funktion r,o ( z) in einer zur w-z Zbcne · senk.rech:ben ::Dben.0 über der 

z-Achse aufträgt und' dann auf einen JI.-übzylinder -vo~ Ha.dius 

2 fat mit dem M:ittel:pm1kt an der Stelle z=t in Tiichtung der 
w-Achse pro,jizie~t (Abb. 4-.~ u..rid. .~-.2), da.11.11 stellt dies·e neue · 

Ku.rve den Integrande:p . .' von G 10 ichung ( 4-.1 ) dar. 



· w 
. ; '. 

cp( z) 

. ' 
: , ,· 

- 2'+- . ' i ' 

1 . 

.Abb. 4.2 

/ 

1 , Hal~zylinder 
. . 

2 · Proj el~t'ionsrichtung von der Fun.ktion 
cp(z) auf d~n .Halbzylinder · (parallel 

. zur w-Achse) · •. 

3 •. Integrand von . Gleichung. (4, 1) 

4 Integral (4.1) 

z 1 
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Die •. ;B'+?icJi.e unt.er der ~:u.rvE;) auf, dem abgevlickel tcn Zylinder ist 

dann. gJe~ch dem• I:i:ite 0~al und muß gemäß der Randbedingung ( L~.1) 

für .. alle Zeitp'l,Ulkte t ~ t
0 

Null_ sein. 

Es sei hier besonders darauf hingewiesen, daß sovmhl in der Abb. 

L{-.1 
1
als auch in den Abbildm1gen der Kapitel 6 und 7 die Funktion 

!p(z) eigentlich senkrecht übor der z-Achse o.ufgetragon zu dGnken 

ist. Aus Gründen der besser.Pli Ubersicht vrurde sie jedoch jeweils 

in die w--z-:Sbene :geklapJ)t U11cl ·"so dargestellt~ 

Die anschauliche DE!utung der Randbedingung (!+. ·'I) in ]'orm des 

bestimmten Integrals, und damit na·~ü.rlich auch der Auslcmkm~g, 

y(x, t) hat sich i.ls sehr vorteilhaft für di(~ Lösung _äes gestoll­

ton Problems herausgoEtell t. J~ußerd_em ·wird dadurch der folgende 

Rechengang au.ßerordontlicJ.i · anscha{1iich .' 

Eine weitere bedeutsame ~:s.tsache; besteht· darin, daß de·r Einfluß 

von Anfangs- und Randwerten auf :die Funktion ro ( z) eindeutig auf ge­

spalten werden kann. ::ts ist nämlich sofort möglich, zunächst 

· eine .t\..u_s~_age übe_r die .. eindeutige __ Bestimnni:rig der runkt~a,n r0( z) 

im ersten Intervall ·· 

(4.2) 

zu machen. Dafür vrollen vyir die Tatsache verv,enden; _daß man ·be­

kai111.tli9h, jqde Funktion. i:t-1 einen· gc:raden tu"'lcl üngeraden )Lntoil 

in Be~ug auf einen vorgc;g:::bcmen Koordinaten:pun1::t zerlegc:n lr.an ... 11. •. ' 

Eino nähere Betrachtung 'clirrG:V)icb.ungon (3.18) und (3.'19) zeigt, 

daß der, gerade Ln.teil der :8'unktion er ( z). im ersten Intervall 

in Bezug e.uf die Stelle z = t
0 

die An.f o.ngsauslonkung f(x) ."Lmd 

die Anfangsgeschwindigkeit g(x) :- 0 ergibt. ::~nts~prechond erh.ä.l t 
man ~.1:1s _dem Ul)g9rade:n Anteil der FurJction cp(z). im ~rsten .In-t;er-. 

vall in BGzug r.1.1.f die _glc~iche Stel.J.e z == t
0 

die imf angsr;escl)_,;dn-. 

· diglrn.it g(x) .bei der .Anfq,ngsauslenl<:une; f(x)-:- O •. Durch Su,p0rpo~ 

sition qoider l~rg,::,;bnisse _ergibt sich dann- d.<_:;r allgemeine I'all, • ·.-r 

. der J~f angsbedingunp,::;e1_1. 
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' ·.: .. :, .. ~;-t .~·: '· . ; ,·_. : .... •. ,. . ' ,, ,'· .~ ., . . ' .. 
Umgekehrt. _:q._eißt . d,a.s . ~lso, daß man allein aus den Anfax1gsbodin'-

• • ' • • ~ • • 1 ' ' ' • • ' 

' g~g~n die Fu1~ktioni cp.(z) . im ers·ber+ Intervall (4-.2) zu bestinunc~ 

hat. Fi.lr alle \lcrte z ~ t 
O 

+ ·2 fat; hat man die Fortsetzung dar 

Fu,n,kt~_on ,D{z). aus der Randbed;Lngung (3.-17) zu ermitteln (Abb • 
. .. .. , ,. 

'4~ ~,3) . ., 

t
0
+2(at

0 
' \ 

1 

-~ -·.·.aus _ den · Anfangsbe-_1<·..;,· aus de-r Randbedingung 
1 ·- . <fingungen . · · 

. . 

Abb., ·4 .3 

Im · folgGnd~n wird daher die Aufgabe da.rin 9es·t;0hen, zuers·t aus 

den 1-\nfangsbedingungen die Funktion cp(z) fu'r de.s Intervall (4.2) 
I • - . • l .. . 

zu ·ermitteln und dann davon ausgche11d die J?unktion cp(z) über 

fortz-use"tzen. 

' . 1 

An dieser Stelle sei noch besonde:t:'s he.rvorge:b.obcn, ,:velche·; ent-· 

scheidende Vorteil 1 pei der Vervmndun.g·· des bestin11nt0i.i Int·Ggrals 
. - . . . . ' . . . 

(3.20) für die Lösung _ y(x,t) gegeben . ist·~ Das . schvriorigc Pro,-
bJan, , die . Funktion· y(x, t) von zwei unabhängigen Veräno.crlicheri 

. aus . der partiellen Differentialgleichung ·c2.s)' zu besti~en, 

wird hier zurückgeführt auf die Ermittlung der Funktion ~ö(z) 

von nur einer unabhängigen Variablen aus den Rand- und JU1fangs­

bedingungen. 

\ . , 

. ' 
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5 • . Ermittl~g dur_ Funktion ~(z) für ein erstes Intervall 
aus .de1i Anfan_gsbed.ingung~n _________ _ 

Für die Ermittlung der :B'unktion. cp( z) in einem ersten Intervall 

' -
aus den Anfangsbedingungen ist· zu0rst die Frage sehr wichtig, 

in welcher Form die Anfangsbedingungen f(~:::) und g(x) zur Verfü­

gung stehe.n: ~oll~n. Der allg8moinste . Fall ist nc.t;ürlich 
1

der, • 
daß die An.fangsbcdingungen als stetige und stückweise stetig; 

. , 

differenzierbare Funktionen gegeben sind. Man muß dann in folgen~ 
der ~leise_ bei der -Berechnune; dor Punktion cD(z) für ' das Intcr-

ivall· ( 5.1) vor~ehen: · / _ 

Die .Anfangsbedingungen :sollen in . der For~- ' 1 . 1 

vor;tiegen. 
• 1 

. - . 
Entwickelt man diese Funktionen nach Bessel'schen Funktionen 

nullter Ordnu1;g ~m Int -:~rvall -

\ 
so ergibt sich nach ((6J yr, s. _;63') iür die Anfangsauslenkung 

Ct'l 

rcx) = L-
n=1 

. ' . . : . . . +. . . . . •, < . .- _· 
Bei aer 1h1fruigsgosch-vlindigkei_t muß 1.nan beachten, daß sie _aU:f 

. ,; , 

Grund -der Ausfiihrungen im Abschnitt 3 dieser Arbeit (Gleichung -

(3. 30)) an de~ ~Einspannstelle unglüich Null se{~?- karu,1. _Da aber . 
die Entwicklung nach Bessel' schon ]'uriktionen ·nur an einer Null-

. . . . 

' · stelle der . zu entv1ickelnden. :E'unktio11 durchgeführt werden kann, , 
. ~. - . . t •'. ,. . • • . ; •• •· ,. • ' ' \ 

·_ hat man zuvor für die .Anf angsgoschwiilcligkGit ei11,c einfachG Trans;_ 
. ' ... · . __ ,.. . . . -
formation in Form einer Koordinatenverschiebung auszuführen. 
'J!ie sehr leicht . zu erkennen ist, ergibt sich dann für die An­

fangsgeschwindigkeit 

/ , 
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2B 

-+t (5.5) 
n=1 

Die könnon d abei . gcmäß \ len Beziehungen, 

·und 

'5 n 

berechnet .,-,erden. Die ), · - Werte sind die Nüllstellen der Bossol' n . 
sehen Funktion J

0
(\), also . die ·Lösungen von 

(5.8) 

S~tzt man nach der T1"'ansformation 

wieder für u = x, , so krum ma...."'1.· eine Funktion auch nach Bessel I sehen 
·, 

Ftmktionen · nullter Ordnung mit dem Ai„gmn.0nt fx' ontvlickelü • . Di'o' 
.J.nfangsbedingungen erscheinen dar..1.1. in der- Form · 

und 

. , . 

00 . .E ,,. \ 11 -r:J\ 
f (x) : = . a • J . (, ~L""'f , :,:: .• 

. Il O ,,<:>.u
0 • n •1 · · 

00 " . 

. g(x) ... s(11tc,) ♦ Lbn· Jo(1~t Txi 
. . · . . ·. n:~ . 

mit den Koe.t;fiziei1:ton 

.' .. ~ 1 • · , ' 

• , . . ~· I' 

(5.10) 

. \ 



.. 
.. 1 / , • 

. .. 
... 

sowie · 

•' . · . . \ 

····· ... . 

Nunmehr machen wir für die. Funktion 

(5.13) 

/,•. 
+, 

q>(z) = cp(to + 2 JXCOS 8) 

im Intervall (5.1) den Ansatz 

cp(z) = y,( z-t 0 ) ·+ :t [ ct~Si~ C ~1:~ z )+ß,1cos (.2• ~at{) z )] 
n=1 

. 
wobei vorausgesetzt ·wird, . daß er für alle Werte z in dem ange-

gebenen Intervall konvergent sei. Setzt mari diesen ,Ansatz _in 1 

' ' die Anfangsbedingun_gen ( 3. 18) und (3. 19) · ein, so erhält ma~ nach 

·· der ,In.tegration wieder eine Entwicklung , der .Anfangsbedingungen 

nach · Bessel' sehen Funktione_n nullter Ordnung mit dem Argument . 

?, da 

7t r CQS (v cos 6) dö = 1t .Jo(v) 
o·-

(5.15) 

und . 
1t 
f sin • (v cos 6) dö = ·O .. .. ' 

(5.16) 
O'.' 

sind ((g]III,- 2 s. 459): 

f(x) cos ( · ~n · t)7J . ... ;._. · (5.17) 
· 21at 1 

.0 . · · 
' 0 . ·. ·· 

·.·. 

und 

. . .. . , , ·, . . . \ 

," , ' 1 , · 

: 1 , .:; 

1 ·· .,. 
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• i 

. 1 1 ' , 

' ' . 

.( 5 .18) 

-.• Aus einem Koeffizientenvergleich mit den ' Gleichungen (5.l0) 
und ( 5 .11) erhält man · -·r 

und 

\ 

(5.19) ' 

Mit Hilfe dieser Koeffizienten kann man also die ·Funkti~n ','.l(z) 

i~ Intervall (5.1) ·a~s Reihen~ntwicklung gemäß Gleichung (5.14) 
: ange,be.n • .. 

· 1 

-.Es ist aber noch zu ·zeigen/ daß die 4eihenentwicf{lung der 

!B'u.nktion· qJ( z) im · Intervall ( 5. 1 ) ü\Jerhau_pt ~~mvergent ist. Da­

.für ist · ,es am zweckmäßigsten, in der -folgenden Weise vor,zuge­

hen: 

Setzt man die aus dem Koeffizientenvergleich · erhaltenerr Werte . 

Y., an (5.19) und . ßn'· (?.20) in den -.Ansatz für die Funktion· 
q,(z) · (5.14)ein, so ist 

• cos 

. · . . . ·. 



' 1 

' 1 ; 

3 .. , ' ' 
1 - . ' 

.(-5.21) . . 

• cos 

. . . . . . 

·. • J 

·Mit Hilfe der Additionstheoreme ·kanri man diese Gleichung .ver-
einfachen zu 

cos 

+ 

Nimmt man zur Einf~chheit den Fall an, daß bn · = 0 und 
·g(at

0
) .= 0 .sind, ist_ also _zu zeigen, daß_ die Funkti~n 

·•in dem G_~bi~t O "' e f, 1t für alle Werte x im Bereich ·. o f ·x f at
0 

konvergerit .ist. · Nach bekannten Konver~enzsät~en ist das .der Fall, 
~enn die zugehörige Reihe der absoluten Beträge ,{[6] II, S. 91) 

. ' 

!i(x,9) = ·~t, 1.a~ 1 • 1 cos (
7
~, "{x' cos e) 1 · 

.:n~1 · a o 

(5.25) 

konvergent is~. Das tst offensichtlich erfüllt, · wenn eine Majo­
. rante der Reihe -(5.25) 1 :orivergent ist. Durch e_ine .Abschätzung, 
des Gliedes 

. /\ . ' 

1 cos (ja:~ .fx J)Ös 9) 1 

•.,· 

I ' , 
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durch seinen ,'größt.~n .. Wert , 1 erhält man ·· sofort eine Maj orante 
~ . . . ' . . . . ' 

der Reihe ( 5. 2·5) zu·; : 

1 
0:, 

; -· . ·. · .. 
~M ) 1 e. 1 (5.26) - -~ • 7t n 

n .=1 

Die mit Gleichung (5.10) gefundene Entwicklung der Anfangsaus­

lenkung na(}h ·Bessel' sehen Funktionen nullter, Ordnung ist in 
1 ··, . , 

deT<'. Bereich 

(5.27) 

ab_so_lu~ und gleichmäßig konvergent, _was au·s. dem Entvi~ck~ungs:.. . 

- satz ([6] VII, s: 135/13,6) für selbstadjungierte Probleme 

. , folgt. Daraus ergibt ,sich, daß die Rei;h.enentwicklun.g ( 5 .1· 0) 

auch für x = 0 absolut konvergent ist: . 
CO CO 

/ , f(O) - Y- 1 an· l·IJ0 (0) I= L I an 1. (.5.28) 

n==l . . n=1 

. , Ein Vergleich mit der Maj orante ( ~. 26) zeigt, daß dieselbe und · 

damit die Reihenentwicklung der Funkti_on cp( z) im Intervall 
. ' ( 5 .1) in den angegeben~n 

1

Be.reichen .sowohl:. für die ' Variable . g, 

als :auch für d_ie Veränderliche x konvergent. ist. 

Gariz entsprechend läßt sich das auch für den Fal1. bn * 0 ·zeigen. 

Der 9:ndere Weg zur Ermitylung de,r Funktion cp( z) aus den An­

fangsbedingungen_. im Int~±'vall ( 5 .1 )··_i·st de~ weitaus-. einfache~ 

re und für die Prax.;s dem oben genannten Weg durchaus ' v9rzu-

ziehen. Es soll nämlich vorausgesetzt werden, daß die .Anfangß­

bedingungen in Potenzreihen. entwi'ckelbar sind. Wie. man sehr 

leicht zeigen kann' ist dann auch . dio· dazugehörige: Furiktiori'. 

· :·:· cp. ( z) im Ini;.~rva 11 (5. 1 ) eine Potenzreihe • . ' , · . . ; . . . . 

Die Anfangsbedingungen sin·d also in der Form (5.2) und (5.3}· 
mit · 

X
i a . 

. J. 
(5.29) 



·..r: 3 
.,J · ···-

und 

m 
g(x) \' b. xi = G 1. 

(5.30) 
i==O 

gegeben. 

. . 
Für die Funktion cp( z) im . Intel'.vall 

(5.31) 

wird ein Potenzreihenansatz genacht: 

' n m 

cp(z) = L, a2i(z-~o)2i _ ~ ) '. (5.32) 
i=O . . i=O , 

Hierbei wurde die Funktion cp( z) in e'inen ger~den und einen un- , 

~erad.en· Anteil zur s·telÜ? z = t
0 

aufgespalten·, so wie das am En­

de des Abschnitts ·4 dargestellt wurde. 

Setzt man dieseri Ansatz in die Integraldarstellting der Anfangs- • 

bedingungen, ·also :Ln die Gleichungen ' (3.18) und , (3.19) ein, so 
·. erhalt man 

und 

g(x) 

' . . m 

·g(x) = J1t [ (2i + 1 )a2i+1 (2 fx cos ~) 2i d9. 
o· . O 

J.= 

Mit der Abkürzung . 
f1t9os 2i9d0 

o·· 

(5.33) , 

'. 

(5.34) 

y5.35) 

(5.36) 
! 

(5.37) 

1 
• 1 
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4i 1 • 3 • 5 . 0 0 ( 2i•-.ll ( 5. 38). A. = 7t 2 4 6 {2:LJ . ; J. .. . . • • · .. '• 

ist also . 

n 
· f(x)= C (X2i A. . i (5.39) I X ,_ 1 

i=O 

, u_nd 

m 
g(x) = )_ (2i -+ 1 ) 0:2. ., A. xi (5.40) . J..+1 1 

i=O 
1 

' ' ·, , 

. :. Ein -Koeffizientenvergleich dieser Ergebnisse mit den gegebenen 

' Anfangsbedingungen, den Gleichungen {5. 29) und ( 5. 30) ~ · ergibt für 

_die Koeffizienten der Funktion cp( z) im Intervall ( s·. 31) 

unci 

(5.42) 

Damit ist es also sehr leicht möglich, durch einfachste Divisionen 

aus · den als Potenzreihen g;egebenen .Anfangsbedingungen : die Funktion ­
.· cp( z) im Intervall 

· zu ermitteln • 
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6. · Berechnung der Funkt'ion cp( ~) aus der Randbedingung 

Für die weiteren Rechnungen hat es . sich gezeigt, daß es sehr , . 
vorteilhaft ist, die Abkürzung 

( 6 .1 ) 
. ·: . 

einzuführe~, · so daß' die Randbedingung ( 3 •. 17) ,lautet · 

(6.2) 

Außerdem sollen ·bei der Bestimmung der Funktion cp(·z) aus der , 
Randbedingung einzelne Koordinatenwerte auf der z-Achse (Verglei...; , · .

1 

ehe Gleichung (2.77)) mit 

(6.3) 

bezeichnet werden. 

6.1 Einteilung in Intervalle 

Bei dem Berechnungsverfahren zur ·Fortsetzung der Funktion cp(z) 
über ·z ~ ·1:

0 
+bJt

0
' hinaus geht ·man vom Anf~ngsz_eitpunkt t~ aus, 

um dann zu späteren Zeitpunkten überzugehen. Da.bei verschieben 

sich die Mittelpunkte der Halbkreise unter gleichzeitiger Ver­
größerung der Radien·. Es erg~ben sich dann a·usgezeichnete Halb­

kreise~ die dadurch gekennzeichnet sind, daß der erste dieser 

Kr~ise ,den Anfangskreis tangiert und jeweils d·er f?lge~äe aus­

gezeichneite Halbkreis den vorangegangenen berührt '. Es hat · sich 
nun als . sehr. zweckmäßig ·erwiesen, gemäß dieser ausgez·eichneten . 

Halbkreise gewi_~'se Intervalle ,, .für die Funktion cp( z) einzuf~;_ 

ren (Abb. 6 .1). Die Funktion ·q,( z) im Intervall v = 0 soll dam~ 
. ' 

der Teil der Funktion cp( z) s·ein, der aus _den Anfangsbedingungen 

zu ermitteln ist. 

Die Grenzen des v-ten Intervalls .. sollen mit 1 und 1 1. bezeich-· 
'V .. v+ 

net werden. Man kann sie aus den Beziehungen 
\ . 



/ \ . 

• 1 

1 . 

(6.4) 

, ·· ,. , 1\ 
• ,,1. : , ,, 

-; . · .. ... .- , · •- . ' 
·. ·· • •, .. ,- . \ . , ·•· 

i 1 =t +bft v+ , . . v v \)== 0, 1 , 2 ••• (6.5) 

berechnen, wobei t der Mittelpunkt des v-,ten Intervalls ist: 
, \), . '. 

· w 'cp(z) 
' 

..... . - :-
. 1.' 

1 

. l 
1· 
t 
l 
l 
.t ·. 

-

tv' = (1-~; + ,; b)
2

• 

' : ' . . i' : ·: • ' ,. ~- • ; 1 . 

1 . 

1. 

1 

v=2 

' Abb. 6. 1 . ' . 

(6.6) 

" Es sei hier noch :besonders darauf hingewiesen, daß der· zur 

ltnken Intervaiigr~nze 1~ gehörige Zeitpunk't tv_1 außerhalb der· 

eigen:tlichen Intervallgrenzen für z liegt. · 

> Für das Intervall v g_ilt demnach 

1 L.. z ~ 1 +1 
\) - . \) 

(6.7) 



,· , ' 

..,. ·37 - . 

. mit 

(6.8) 

M.i t ·- der anschaulichen Deutung der :Randbedingung '(6. 2) ist dann. 

sofort . aus der. Abb. 6 .• 1 der eigentliche Grund für die . ~intei- . 
. lung '.der . Funktion cp( z) in . verschiedene Intervalle ZU, . erkennen, 
· Es ~ ~-t näm1~ch .die Funktio_n cp( z) im :Intervall v nur ~~~ ·der . · 

Futj.kti~n cp(z) im Inte·rvall v-1 in Verbindung mit der Randbedin­

gung . zu bestimmen. 

6.2 Die,sqhrittweise Bestimmung der Funktion f(z) . durch 
ein:.: :Di·fferenze·rivrirfahren I. .. • 

. Im Ab'schni tt ·5 dieser Arbeit wurde ausführlich dargelegt, wi€: 
man aus den gegebenen .An:fangsbedingu~gen die . Funktion cp( z )' im . 

Intervall v·= 0 zu bestimmen hat. Davon ausgehend soll nun ein 
\ ' ' 1 ' ·, , .• 

Differe_nBenverfahren für die · Fortsetzung der gesucht'en Funktion 

cp( z) übet ~~·s Int~rva~l v ·= 0 (5 .1) · hinaus entwickelt werden f 
Wie schori . n~her ~u·sg~führ~ wurde, . ist dann die Funktion· cp( z) -
im Intervall v nur _aus der Funktion cp(z) im vorangegangenen In- · 
tervall :i.~ }/erbipdung mi~ der Randbedingung zti berechnen. 

\ /; 

Für das Differ~nzenverfahreri wi±-d da Ei· Intervall v in : n einzel­· v 
ne Teilst'ücke geteilt, wobei innerhalb . eines Teilstückes die · 

'Funktion cp(z) ·durch Gerad'e:n approximiert···wird. ·Das n~te Gerade:n­
~··tück der Funktion · cp( z) im Inte.rvall v soll .mit . cp n( z) bezei'ch;... 

\) . 

net werden,· so-daß. sich . für d_ie •· Darstellung de.r Funktion cp( z) _ 

folgende Form ergibt: 

q>o ( z·) für 1 / z L 11 ' 0 

<p,11 (z) " · 110 
L , z LI . 

- 11 

'P12 (z) " . 1 11 ~ z = 1 12 . 
• t \ . (6.9) • 

. q,( z) = 'P1n ( z) . II 1 1, (n1-1) .L z 'L 1 1n • 
. 1 . 1 

'P21 <z) " 1 20 
~ z L.1 

- 21 
(z) II 1 21 

,/ L . .. 
cp22 z - 1 22 .. . . 



' Die Indizes \J und n bei der Funktion <p - ( z) sollen als·o nur -
~ ., • . . : . . \)11 

, Angaben . über dfe Intervallgr~_n?en machen und :nicht · beder:.ten, 

daß · es sich um versch'ieae·:n~ Funktionen cp(z} handelt. 

Im einzeine~. ; _ird bei -dem D.ifferenzenverfah:.."'en ~o vorgegangen, 
... . . . . . 

daß man, . beginnend l:letm .Anfa:rigszei, tpunkt t 0 ? um ein Stück 

.6t~ f?rt~cfl~e~~et, ._~o }aß: ~iq~ der rechte -·Rand der entsprechen~. 

den ' .flal~kreise fm: ~in Stµck Al11 ve~scJ:liebt (Abb. 6 ~2). Def _. 
Koordinat·enwert h 11 der angesetz~un Gerad8ngl~ichung cp11(z) , . 

wird dann so _bestimmt, daß . das Integral über die auf den -Halb- . 

kreis II proj ezie_rte Kurve gemäß der Randbedingung Null ist. -

Das Verfahren läßt sich ·entspreche::nd fortsetzen, · so daß man 

damit schrittweise die ·Funktion cp{z )° berechnen -kann. 

cp( z) 

v=1 ·---

· Abb. 6. 2 · 

' 1 ' 

zu·dem hier aufgezeigtenDifferenzenverfahren , muß aber noch 
, . . ' 

folgendes vermerkt w~rden~ 

Prinzipiell hat das vorliegende Schwi_ngungspror.lem eine ein- _ 

-· a·eutige Lösung, und damit gibt es für bestimmte .Anfangsbedin­

' · gungen , auch nur eine Funktion cp(,z). Kann man also. mit' Hj_lfe 

des Differenzenverfahrens· eine · stGtige· Fortsetzung für die 

-· 
' . ' 
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Funktio'n · cp( z) erreichen, so muß das die gesuchte Lösung des··· 

Problems sein. 

In der folgenden Differentialbetrachtung soll nun mit Hilfe des 
~iiferenzenverfahrens gezeigt werd~n, daß insbesohdere di~ 

Funktion ~( z) a,n ~er• s·telle 1 1 = t
0 

+ ·b 1t~ immer stetig ist: 

-· . ' ; 

· Es sei beispielsweise für b = 1 und t~ = ~- die Funktion . cp( z) 

im Intervalii_ ,f= () aus den Anfangsbedingung~I1 bekannt, ·· und sie 

~rfüllt daher auch voraussetzungsgemäß die Bedingungen 

(6.10) 

[ U(t)] . = ,rl f7t(r + L 0_.:
0 s~'1)-;cp'(t+cft cos e)ae] . .·· = . O . 

t=t · o" , . 2 ft · .. · , · t=t
0
- • ·, · . 

0 . 
· , 

Schreitet man nun von t ~ -1 aus um- ei~, Stück dt fort, so daß . O · 

man . also v;on 1 1 = t
0 

+ b ff"; ~. 2 um:.·, efiir,.;S"tück 

dl = ~ dt 

.. vorangeht, so lautet bei Ve!wendung eines Geradenansatzes 

gemäß. Abb. 6. 3 die . Randbeding~ng ( 6. 2) 

f' (a
0 

+a 1 [ 1 +dt+ 11+dt' cose-2] jde + r;(1 +dt+ ft+dt cose );e 
0 1 

ff' 

. ' 

= ·o (6.
1
12) 

mit der-Int~grationsgrerize ,, . . . 

2 1 +a·t arc cos ~~-:::::1111~--
-· U1 1 +-dt 

.. 
, J.1 +d t - ( 1 -d t ) 2 . 

arc sin ~ 1 +dt 

-· 

·• 
{6.13) 



w , cp(z) 
• 1 

...... . 
Für das zweite Integral in Gleichun_g ( 6 o 12) kann man eine 
Taylor - Entwicklung in der Form 

[cp(t+dt+1t+dt1 .cose)]. = [cp(t+·ft.co.-s0)+ ~~ ~¾- cp(.t+)'f'cosS)+ ••• J . 
. · t=1 · · " " ·' · · t=1 

durchführen und•wieder in Gleichung (6.12) einsetzen: 
\ .J 2'· . 

. ,.: O r ~ a
0 

+ a1 [ 1 +dt+ j 1 +dt cos e - 2] ~ de 

;rrn~cp(1 + cos e) + ·at(1: + 00
~ 

9)·cp'( 1 
;J' 

+· c o s 0 ) ~ d 8 . = 0 ' : ·, 

( 6 .14) 

(6.15). 

. " .. : \_·. 
\, . ~ \ 

Da die Fun~tion cp( 1 +cos. e) im Intc:r;-vall O L e ~ 1r bek~nnt ist, 
kann man die Gleichung (6.15) umschreiben in 

... . , . 
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„ö r. f a~ .+ a.1 . [ 1 +dt + f 1 +dt, cos 8 - 2] ~, de 

1t . 

;f [cp(T·+ ' öos 8) + dt(1 + eo~ 9)•<p'(1 + cos e)] d0 (6.16) 

' <,:/' '• 
-J [~f1 · + ~oi :e) - : dt(1 + eo; 8)·cp 1 (1 + cos e)] ae -~ o. 
0 

··: ,. 

Eine nähere Betrachtung ergibt nun, daß das zweite Integral 
·gemäß den Voraussetzungen ( 3. 28) 

, 
U(1) = U(1) = 0 . 

Null ist_. 

' Setzt man in erster Näherung für 

1, ' . 

. 1 

· und für ' ' . 

\ 

cos e = 1 

und 
sin e =:. 0' 

sofern es sich um ,kleine Winkel 8 handeit, 

Ein Koeffizientenvergleich ergibt 

e = <p(2)' · 
. 0 

.. . . . 

so erhält man . 

(6.18) ' 

Diese so ermittelte Gerade <p(z) (6.11) setzt aber .die Funktion 
cp( z) im Intervall .v = 0 an de·r .stelle .11 = . 2 völlig st'etig fort • . 

·, ' 
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Damit ist es also voll~l1.f' berechtigt„ von a·er 'oberen ' Intervall-:­

grenze der Funktion cp(7) im Iriter\1all v = 0 ausgehend die 

,JI'-1..mkt.ion· cp( z) _stetig .dur,ch G.eradenst~cke. zu a:ppro :iimieren. 
< • I 

. 
6.3 Die 'praktische_ Durchf.üh:-u.ng aes Dif.ferenzenverfahrens 

Die Funkt~on cp( z) im v•-ten Intervall 
1 ' 

(6.19) 

mit 

t Lt Lt ' .1 -· . - . 'J- ' '• . . \} 

\ 

(6.20) 

soll aus n ( ) · , v einzelnen Geradenstüclten . cpvn z zusammengesetzt 

werden, so daß man, also (n + 1) Koordina tenwerte 
\} 

h ..;,m = cp vn .. ( l v~ ) 

h = h 
vo (v-1)n(v~1 ) 

n=1 , 2 ••• n . · . \} (6.21) 

(Abb. 6.4; v~2, n=3) 
als Endpunkte der Geradenstücke erhält ff. Dabei sind die n · 

' \} 

vorgegebene Zahlenwerte, die a_llein von der verlangten Genau- . 

· igkei t des ·:erfahrens abhängig sind. Es ergibt sich dann bei 
' -

· konstanter Schrittweite bezüglich . der Größe t das t\t zu 
\} 

also 

Hieraus erhält man 

1 

tit 
\) 

mit 

t vn 

.t 
vo 

t ·- t . 
= _L__ ~ 

n 
\} J 

b(2\Jb + ~ 1t~ 
= n 

\) 

-- t ( \J_ 1 ) +n bot 
\) 

gemäß Gl'eichung , ( 6. 3) 

1 =t +b ·.,r;-1 
\1n . vn f i; vn 

1 = 1( 1) • vo . . v- , n ( v-l) _. i 

_b) . 

(6.22) 

( 6. 24) · 

(6~25) 
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·. · F1f z )iq,1}z) 'P "n ( ij 
. / 

,,~ . 

'· h 
V n•• 1) 

. . . ' ( ) 1 /. ,. .1 . ··(,.,,) 

Cf'1n•i z i(~J:, 3 ~ 

1 

: ·~ (-'2) 1 
.. . . '.1J3 C\ ·· (-:1.) 

l1l 

~ 
i 

1 • 

· t ~b 
0 . . 

· 1 ' 

. 1 
·' 

( i) 1 

1 ?=1 n=2 n · 

1 n 

... . . .... 

-->-!<'--------- v=1 ----~~ v 2 -. --

Abb,._ 6.4 . 

· Wie aus Abb. 
· . : z en mit _!i ( i) 

.vn 

6.4 -~u erkenn~n ist, sollen die Integraiionsgren­
bezeichnet werden, wobei si.ch dieses aus 

~(i) -
vn 

' 
al'so 

arc cos t(v-1)+it.\tv+bJ t(v-1)+it.\tv :_,~-~-L~:1)+nlt") . 

b f t ( v-1 ) +n f\ t V 

arc cos (6.26) 

berechnen läßt. 
' . 
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Für· das Geradenstück cpvn(z) kann man unter 'der Voraussetzung? 
.daß alle Koordinatenwerte bis hv(n-'1) bereits berechnet wrirde.n, 
den ltnsatz machen· 

also 

11 vn 

+Jß'(c) ,{t(v-'1) + n11t11 +b i t(v-'1) .W llll< cos s) d8 = 0 
\Jn 

-mit den Abkürzungen 

und .Ji\ {i-~) 

vn 

J . = vn 

n-1 

~ 
'; ·. 

' J \)Il 
i=1 

(i) 
Jvn = Jcp\ii(H(v-1) + 116tv + b f_t(v-1) 

31(i) . 

\)ll' 

und 
TT 

(i) 

', ·;.:. 
.. 
" 

. 
1 

e)ae + n6t cos 
\) 

,, .. ) 

l •~ : 

M. = vn J (o) c,o(t(~-1) + llllt11 +b 1 t(v-'1) ,t llll< cos e)e 
ff'vn 

(6.30) 

(6031) 

(6,~32) · 
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(6.33) _ 

· '. In diese Gleichung wird der Arisat z · (6 „ 27) eingesetzt? und es 
' . 

ergibt sich als Bestimmungsg°le~chung für die Koordinatenpunkte 
h 1 vn .. 
. . 1)'1(n-1) . _ · , 

.! '
.·Jvn(hv.~-lh.· v·:(n-_1 )_ [ , / -1 

( u - - b'V t ( v-1 ) .+n 6 t v c ö s 8 + 2; t v 
o vn 

. ( 6. 34) 

Hieraus lass~n sich s~fbft ria~h erfolgter Integration die ge-

suchten Koordinatenpunkte h berechnen zu 
.. . · ) · vn . . . . 

·~· . ~(n-1) . 
61 h · . A) · · +J + M ) . 

h = vn v ( n-1 ) . yn . . vn . · . • · vn - ·. . · + h , .. 
~n ( - ✓ · _.·. .. . . . · q,i(n-:-1) ✓- _ _ .. -. · · 'Y'(n.-1,). ·· v(n~1) 

- b t(v-1 )+(n-1 )~tv-~t~)..(l~n -b t(v-1 )+nlltv -~in..,; vn ·_· . · . · . · . 

mit 
n = 1, 2, •• . • n · 

\) 

und in Verbindung• mit Gleichun·g 0". 21). 

(6.35) 
' 

1, • 

•' Für die praktische Verwendung . dieser Gleichung ( 6. 35) fehlt 

noch die Berechnung der bekannten Größen ~vn .und M~n• Besonders 
einfach ist das für die Werte J . bzw~ J (d. Setzt ·ma'n nämlich , · vn • vn · 
in Gleichung (6.31) für aie FunktioJ1 · rpvi (z) . die· Geradengleichung 

'l'vi ( z) = hvi ::"~ i-1 ) ~ z-[t. ( v-1) +( i~1 ) 6tv 
. VJ. 

(6.36) 
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ein 9 sci erh~lt man nach der Integration das Efirib~i~ 
' I 

6.4 Berechnung von lVI . 
vn --- ~---

( 6. 37) 

cr<i))· ) 
sin,1..1 vn ) 

Die Berechnung der_ Größen .Mvn · ist nicht ·ganz so einfach. Man 

hat nämlich die beiden Fälle zu unterscheid_en, ob v ·~ 1· oder • 
' ' 

ob v > 1 ist. Für den ersteren Fall beziGht sich · das M n ge- · 
. . \) 

mäß ·Gleichung ( 6. 32) auf di:e Funktion . cp( z) im nullten : Int_er•-

vall,die aus den infangsbedingungen.errnitt~i~ wurde und in 

· der Form · der Gleichung ( 5 .14) bzw~ der Gleichung ·. ( 5. 32) vor­

liegt. 

Zuerst soll aber die Größe Mvn für d _en zweiten· Fall berechnet 

. werden, bei dem fUr v > 1 die Schrittweite, konstant . ist. In 

Abb. 6. 5 wurden die Bezeichmmg~n der verschiedenen Größen 

.· eingetragen • . Die einzeln'en . Integrationsgrenz·en für 

M vn 

m~ 1.,'11( m) 

= E J v;v~1)(n( _
1

)+m+1) 0(v-1)+ntitv 
. m=-1 (m+1 ) , \/ ' 

· ,r.9"vn 

~ bj~( v-1 ) + ntit: cos -~dO 

·'1" (m) 
wurden mit,J vn b e zeichnet. Aus der Abb. 6.5 kann man sofort ab-

- lesen 
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.'.' l 

·, . 1 ·- ' ' 
.. 

· , ! 

. ' \ 

arc cos t'cv-22+(n('!..-Ll+m)~A.-t(v-1 r~--n/t(v'-2)+(nc\J=1 )+m}6tcv~·1) ••• 

. bJt ( ,~-•i) +nlltv 

(6.39) 

• • • • . . . , 

· qr( z) 

w 

. j 

1 

. ' 1 ' / 

1 · .. · . ri) 

:,/ ':ir'C'-"'~--r---.;;__ 
ci"~ ... . 

12 
' ' ·1 

, 

1 j 1
1n 1 ,1 

l : m" m m = -:2 'm ,.= -1 1 

1 
1 ' , 

· 1{µ ·11!1+1) 
1 

~v=O ➔~<-. ,, ---v="1 .----------~>I 
Abb. 6.5 I ' 
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' ' ! --- ,-, , . .... . , ., .. .. , 

... • :.·:i ·: •.. ~: •. ~-- ·; :.. ·--. 
1 ,. • • ·• 

.. . - ' . ... ~· 
. i - \ 

Der ' Inde:r.: 

m= -1, -·21 • 0 • ( 6 •, 40) 

soll solange gezählt werden, bis das Argument der 'arc cos-

• 
1 Funktion von 

in Gleichung ( 6_. 39) kleiner oder .gleich -1 . wird. Dann soll 

= 7t 

gesetzt '. werden •. Der sich so ergebende letzte Wert von m soll 
mit m~ bezeichnet . werden. -

Mit de'r Geradengleichung 

. i . 

+ bJt. (·v·-2)+(n(v-1.·)+ni)t.t( ·v· - .1•.)·]) + h( . 1 ).( ). , ) . . v- . . n ( \)~ 1 ) +m 

, gemäß Gleichung { 6. 36.) erhält man .nach einigen Umformungen aus 
1' der Gleichung ( 6. 38) das gesuchte . Ergebnis 



. i 

. m 

M - ~ \Jn - L_ 
m=-1 

, ' , .- 1 

"t .. -1 rori <fil) - q"\, Cm+1 )) 
- bJt ( v-2') + (n ( v:·1) +m) u ( \i-1) .J ~ \Jn , · M'vn 

. . ' 1. ff. ·(m) . . .y-. (m+1 )) ~ 
+ .. . b.J .. t( v· -:-·, ·.) + n 6t . ' (sin ·· - sin · · · . · · \J . vn . . ·. · vn 

' 
(6.42) 

/ 

wobei sich die Größe t.il:. ~. analog zu .G1eich~ng ;(6 _.28) _ aus_ 

= t,tcv-1) + bjt<\,:-2)+<ncv-1 )+m+1 )6tcv-1) 

(6.43) . 

·. ·-· .b,Jt(v-2)+(n(v-1 )+m) 6t(v-1 ).· 

·, 
\ 

berechnen · läßt. · 

Für den ersten Fall, daß nämlich v = 1 ist, muß man. die Größe 

M1n aus der Funktion cp(z) im Intervall v = 0 in folgender Wei­

. se berechnen: . . 

' 1t 

M1n = f cp(to+nt.t,+bfto+n_6t1 cos _· e\ae. 
( 0~ 1 ' '/ 

J1,n 
(6.44) 

Setzt mah in diese Gleichung für die Funktion cp(z) im Intervall 

v = 0 die Gleichung (5.14) ein, so ist das Integral 



( 6. 45) . 

mit 

nicht mehr gesohloss-~n · ·lösbar o 

Hat man hingegen die Funktion cp( z) im Intervall v = 0 als Po- , 
\ 

. ·tenz·reihe ermittelt, so läßt sich di~ Integration ausführen .. ·· 

Aber schon bei einer Potenz 3 ~ Grades von z, die bei a.·er .Anfangs­

geschwindigkeit . einer . Paten~ x.1 entspricht, werden die Aus­

drücke so umfangreich, daß es .sinnvoller ist, nach einem an­

deren Weg zu suchen, der sieb in der Prax·is einfacher handhaben 

läßt. 

- Zu diesem -Zweck soll auch die Funktion <p(z.) im Intervall v ·= 0 . 

durch Geradenstückedargestell't werden. Dazu muß man sich cr 

Koordinaten~erte · 

XÄ 

zwischen den Grenzen O / x~ _::_ 1
0 

vorgeben. Für diese Werte 

x11. berechnet man· sich d:;nn aus der Funktion cp( z) gemäß . Glei~hung 

( ~-. 14) ·bzw. Gleichung (5. 32) ( 2a ...:. 1) Koordinatenpunkte 

h
0

j = cp(l
0
j) (Siehe hierzu Gleichung (6.47))und verbindet diese 

durch Geraden (Abb. 6. 6) • . 

/ 
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w 

j=(-2cr+ 

1 

- 51 -

(j,+1) . (-1) · 
~1 n · .J.; n _ ~ ( 0 ) 

1n 

j 

1 

l:i=lo(+1) 

1 

1 

j=-2 . j=-1 1 

f 

~---------·~::;Q ·--------➔~~ti.<==<:,___, v=1 

1 

' 

Damit ergibt sich also für die Darstellung der Funktion 

cp(z) im Intervall v = 0 die Form 

\ 



. cp(z) = 

'Po(...:1)Cz} 

cpo(-2)(~~ · 
1 

:.. 

,· , •, 
·• ·.·. ! . . 

• i 

' L . 1 

f . 

. , 
1 o (...:2) 

1o(-3) 

' 
' 
' 

L 

L 

L. 

z ~ -~o C-1 )' = 11 

Z _L 10 ( ..;..2) 

1 
! ' ,. 
Z 

L l , :, 
- ; 0 (.j) ; 

cpo(-2cr+2)fzY_·. -. ,1o::::1o(-2~+1): z ·-~ 1 d~(-2;+2·) 
' ' 

Die. Werte 1
0

j erhält man aus den Beziehu~,gen 

loj :::: ·t + 21x( .. l) j ~ -(J 
0 O+J+ 

loj = to .- 2 J x,(-a-j +1) j L -:-cr 

·.: · 

(6.460) 

(6 0 4 7) 

In der .Abb. 6.6 wurden ,für die _ve~schiedenen Größen die ehtspre::­
chendenBezeichnungen eingetragen, wobei die Integrationsg'ren.:.. · 

zen mit Xfibezeichnet ·wurden. ]!ia~ kann sofort" aus a:·ei· Abbil-
. ~" . . 

dung ablesen ·•,• • ..... ·· 

r_rfj) 1 r·::.12 (t
0 

+ n tit 1 ) 
J _- = arc cos _2.Ll.- '=====~ (6.48) 

,{_-1/11 · b(t
0 

+ n t.it
1 

Damit lautet die Gleichung ( 6 .·44) als ·o 
.jf • ~ /j) 
J 1n . . · · ---~ 

M 1 n - 2 , J . cp 
O 

j ( t 
O 

+ ·n 6 t 1 + b f t 
O 

+n t., t 1 c o s e ) de •. ( 6 • 4 9 ) 
j =-1 „o/'. f fl-'1) 

'111) 

Der Index 

. soll dabei solange gezählt werden, bis das .Argument der · 

arc cos - F·unktion . in der Gleichung ( 6. 48) kleiner oder_ gleich 

-1 wir4. , Dann soll 



; 

i. 

/. 

(6.51) 

. g~setzt we_rden • . Der sich so ergebGnde letzte Wert von j_ soll 
_· d~nn m:i. t j ~ 9e~eichnet werden. · 

Mit cier Geradenglei6hung für ·. 

I . 

(6.52) ·, 

und dem Argument 

(6.53) 

kann man flach einigen Umformungen die gesuchte _Größe M1n fol-
gendermaßen berechnen : 

M .. 
1n 

(6.54) 

Mit den in diesem Abschnitt ·6 · angegebenen ·Gleichungen ist es -. . . -, 

nun möglich, bei beliebig vorgegebenen .Anfang~bedingungen die 

' , . . für die Berechnung der eigentlichen Auslenkung . y(x, t) der Ket~ 

te notwendige Funktion cp( z) aus der Randbedingung 
I 

zu ermitteln„ 

. 1 

\ . 
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. : l 

' • ' . 

' ' ' 

Die' Bei~echntmg der· I{ettenauslenkung y:(x, t) aus. a~r :punktweise e1;­

mittel ten Funktion . cp(z) :'-.st irn ,Prinzip sehr -~iri:fach. Und zwar 

kann1' man die Auslenkform rein ·graphisch oder wie1er ~umer~sch 

bestimmen~ Zuer~t soll der letztere Fall betr~cihtet werden 1 da 

uns aus dem in den vorangegang enen Abschnitten dargestellten 
' . . l , . ·, , . . 

Rechen_verfahren die Funktfon cp( z) punktweise mit den eI1tsprechen-

den Koord:i.natenwerten vorliegt. Ge,mäß· der schon im .Abschnitt 3, 

Gleichung (31.7), genannten Beziehung 

7t 
y(x,t) - ! cp(t + 2rx'cos e)de · 

0 

1 • \ 
(7.1)'. 

~rhält. 

x(x,t) . (7.2) 

wobei die angegeben en Teilstücke für die Funktion cp("z') -mit _den 

im Abschnitt 6 _dieser Arbeit angegebenen .identisch sind. Aus 

Gründen der Indexzählung sollen aber hier diese .Geradenstücke 

mit cpu(z) 1 die Gre:~i'zen dieser Teilstücke mit. lu'+1 bz~v. 1
11 

und 

die Anfangs- und Endkoordinaten der Geradenstü.cke· cp ( z) rni t 
. ' ~1 

:t:µ+1 bzw. 11:i b e zeichnet werden. 

Die Ge r adengle ichung für ,cp (z) lautet µ . 

cp (z) 
u 

und .damit ergibt sich für die Auslenkung. 
~¼: : 

µ~ ' ' . 

~ .~ (hu-~u.+1 [(t,-1 )· (/r' 1-ff') 
, 1-t ( 1 -1 +1 . µ. U + u 

u=O _ µ µ - - · 

y(x,t) 

+ 2,;? ( sin.J_ ._1--sin ·r:1 )] , + h /A UT U U 

. 1 · 

( 7 „4) 

,.,. _, : . .:.--
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Di~ _Jnteg~at~on~grenzen sind 

. . 
,) 

µ = 1,2, ••• ( 7. 5) 

und 
:r - 0, 

0 
für U ' = 0. (7. 6) 

Der Index 
. 1 

in _Gleichung ' (.7~4) soll s;lange berücksichtigt 
.A;gument . de; . arc ·c?s .:.. _Funktion . . · 

werden, bis das . 

. ll,,, · . ~ 1 +1 - t 
.;.1 ·+1 ~ arc cos u ~ 

U .,· . • 2 _fX . 

kleiner oder gl_eich -1, wird. In . diesen beiden Fällen muß 

. ~+1 = ' 1t 

. . 
gesetzt werden; Der sich so ergebende letzte W~rt ~6n µ soll _ 

. ~ . '.' 
dann mit 1.1 : .. bezeichnet werden. 

. J . 

Es ist somit auf einfaöhste Art und Weise möglich, für einen 

bestimmten Zeitpunkt t mit . verschiedenen x-Werten die Aus,lenk­

· form der Kette y(x,t) zu .berechnen. 

~ 

- ~+1 //~- -· . 
\ . 

.Abb. 7,1 

1 , 

\ _ 



-,Y._·. 

·.' Bei der graphis9hen Bestimmung der Aus:J_enkform der· Kette gehen 

.~ir da".'on aus' da :i di~ zuvor .b~rechneten Koor~inatenpunkte der 
-. Funktion cp( z) in einem Diagram~ zu einer Kurve ' verbunden wur-

,,. . 

den. Man kann dann die anschauliche Deutung d.es Integrals -(7.1) 

· 'dazu benutzen, die Größe y für verschiedene WertepaarG t und x 

zu :. ermitteln: 

, . 7t '• . 

_y(x,t) . :d ~ f cp(t +-2-r;'cos 8) 2r;id_8 
2 ,x O , 

(7.8) 

Im einzelnen muß .man dabei .folgendermaßen vorgehen: Man t _rägt 

die Funktion cp(z) in , ei:ner zur ·w-z-Ebene s~nkrechte~ Ebene 
. . ' 

über der z--Achse auf und proj eziert sie auf einen Halbzylinder 

· vom Radius 2 --f?- ~i t dem Mi t _telpunkt ~n der Ste_lle z = t in · Rich­

tung der vi-Achse (Si~he Abb~ 4.1, 4.2 unci Abb • . 7.2). Dann hat 

man diesen Halbzylinder abzuwickeln und kann die Gr~~e der 
Fläche unter _der daraUf befindlichen Funktion auspla.nimetri'eren -

(Abb. 7. 3). Bei Berü~ksichtigung -_ der Maßstabsfaktoren az und 

' . • -

1 

cxcp 1und des F~ktors 2 ~ e~h~l t man aus dieser -Fläche. F die ge-

. suchte Größe y(x,t) zu 

y(x,t) = 
, 1 . 

az acp "2fi FG 

.:b:i.e~e-~- graphische Verfahren läßt 'sich in der Praxis - sehr ein­

·fach handhaben und efg:i.bt recht · genaue Ergebnisse. · 
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. 8c . Die Programmierung des , Differenzenverfahrens und der 
·, Berechnung der AuslE;_nkung y(x~ .. · ·., 

Das im Abschnitt · 6 · dieser Arbeit dargelegte Differ ,:-\nzenvtrrfah.:. 

ren zur Bestimmung der Funktion cp(z) und die numerische ]e­

rechnung der AuslenkfOrm y(x, t) ·aus der durch Geradenstüpke ge­

gebenen Fun_ktion cp( z) sind besonders ·. geeignet für die Au1s,tel- · 

lung ei~es reiatiy, eilifach,en Rechenprogramms für einen . digi ta­

l en Rechenautomaten. · Daher wurde. das Verfahre_n für die mir zur 

Verfügung stehende Rechenan;tage z' 23 im Freiburger Code pro­

grammiert. 

Es wurde ~abei so ~orgegangen~ daß zuerst aus den Anfangs~e­

dingungen ( 3. 3) bzw. ( 3 .'8), dem Anfangszeitpunkt -r 
O 

sowi'e der 

· G_eschwindigkei t c der K~tte die Funktion cp( z) . im Interva:11 · 

, \J ·= 0 g_~gi_äß_- den Gleichungen ( 5. 29) bis . ( 5. 42) berechnet v;urde. 

Davon ausgehend wurde dahn mit Hilfe des in den Gleichungen . 

(6.1'9) bis (6.35) bes~hriieb_enen Differenzenver~ahrens die Funk~ 

tion cp( z) . schrittweise für weitere Interval·lc 

in Form von 

.verwendeten 

Gleichungen 

•·• ~ 
V = 1 ,. 2, • • • V ( 8. 1) 

Geradens_tücken bestimm~ •. Die Berechnung der dabei 

.Abkürzungen · M ( 6. 32 )· ·und. J · ( 6. 30) gemäß den vn vn · · , 
(6.38) bis (6.54); bzw. (6~36.) und (6.37) wurde 

, . ' 
als Unterprogramm prOgrammiert, das dann . '.während der Be rech-

. nung der Funktion cp( z) an den entsprechenden_· Stellen aufgeru­

fen wurde. 
. .... .- . .. 

Die .Anzahl der Schritten für jedes Intervall v muß für das 
V . 

Rechenprogramm · auf de.m Datenstreifen vorgegeben werden. Auß0rdem 

. ist d_er Wert v~ _(Siehe Gleichung_ (~~ 1)), mit . dem die Rechnung 

beendet werden soll, zu bestimmen. : Er richtet . sich allein nach 

dem größten Zeitpunkt t~ für den die l1Uslenkforin der Kette noch 

b'erechnet werden soll. Mari erhält den Wert v-:1; aus der Bedin­

gung· 

· , 1 

· ( Siehe Gleichung ( 6. 6)) ~ 
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Aus .d.er so · ermittelten Funktion. ,cp(z) .wurde dann ebenfalls mit 

' Hilfe: der: Rech~nmaschipe die .Auslenkform y(~ , 'i i) der.· Kette ·'., 

( Gleichung ( 7 .1) bis. ( 7. 7)) für die gegebenen Zeitpunkte ,- . be- , ' 
' ' . . ' l. ' ' , 

· rechnet, und zwar jeweils. für einige Werte ¾e im Intervall · . · · . 
1 

' ' 
1 

( 8. 3) 
mit 

und · x = 1
1 
.• 

. ~~ 

. Mit _diesem gesam-ten Rechenprogramm ko_nnten dann verschiedene ·. 

Beispiele für ·•ai~ unterschiedlichs_ten .Anfangsbedingungen · von · 

Ketten, deren Länge _sich .mit konstan:ter Geschwindigkeit ver-
. ·: \ . ' 

längert bzw. verkürzt, · berechnet werden. 

9. V rsuche 

Es·· ~rängt sich aber natürlich sofort · die Frage auf, welche ·ueber- · 

einstimmung sich mit_ den tatsächlicr./en Vi:?rhäl tnissen einer 

schwingenden Kett ·e ergibt. · Zu d~esem ·Zweck wurden Versuche , mit 

· s9hwingenden Ketten veränderl'icher Länge~Ürchgeführt. 

Besondere Aufmerksamkeit mußte hierbei zu.erst. der Auswahl der 
' 1 

--·Kette selbst· gewidmet werden, denn die . der· '.Berechnung z·u Grunde 

liegende . idealisierte Kette ·war dadurch gekennzeichnet, daß sie . . 

keine Biegesteifigkeit besitzt. Nach eingehendem Vergleich er­

wies sich eine leicht gefettete . Rundgliederkette a~s -Messing . 
. • • J • 

mit . einem-, Dra4tdurchmesser von 1 mm als besonders geeignet, da · 
bei diese r -:Machart die )leibun·g ; zwischen den · Kett ~nglied.e'rn am· · 

geringsten ist. 

Die Kette vmrae · auf einer Trommel aufgewickelt, 'die · von einem 

Getriebemotor _ üb .er e_in(3 elektromagnetische Lamellen-Kupplung . 

angetrieben wurde. Unterhalb de r Trommel befand sich eine Oeff-. ' ' 

ilung, durch die die Kette a1?gelassen czw. heraufgezogen wurde, 

: 1 so daß · sie sich •mit konstanter Geschwindigkeit verlängern bzw • 

. verkürzen konnte. 
\ 

, .. 
'· . 
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um· ·±'#;· die/ Be'wegung der Kette d ef:Lnierte· An:t'a:n_gs z1).stände ·zu ; er­
rf!!iöhe,fr, ·,vnirden nac:he_inandqr: cj_nige Schab l onen : n-iit: den· entsp;echen'"'.' 

. den .Anfangskurven ·.unter die Oeff'nung gehalten,,. s.o daf3 d::. ·e Kette 
1 • • • • • 

zuerst :auf diesen entlanggl~iten .mu~te. Daroh horizonfales 
. . . . .. . . 

· Wegreißen einer. Schablone konnte damit ~rt eine1n Anfangszeitpunkt 

i-
0 

ei~e .bestimmte Anfangsaus;t.enkun~ un~ An-ra·rigsg~schwindigkei t . 
· erreicht werden. Die · Anfangs.geschwindigkeit g (Je) ergj_bt sich 

in diesem Fall aus -der Anfangsauslenlrung f(x) zu 

g(x) = ~af' (x) 

bzw. · 

g ( x), = _ af ' ( x) 

(Kette wird länger 

(Kette wird kürzer), 

wobei die Geschwindigkeit a in beid0n ?ailen posi t ,i v . gerechnet 

werden -soll. 

Natürlich ist es möglich, für die gleiche 1mfangsaU:sle:nkung 
' ' 

auch andere Anfangsgeschwindigkeiten zu erjeiche~. Mari -iüßte 

dazu beispielsweise .während des Abwärtsglci tcns del K.ette_ auf 

<ler S6bablon~ dieselbe um di~ obire Oeffnung nach ein~~ be- ' . ' ' . . 

s~immten Zeitgesetz drehen un'd diese Drehbewegung plötzlich 

durch Wegreißen der · Schablone zum i\nfangszei tpurik~ t
0

· ,unter-

_ brechen. Auch alle anderen Anfangsgeschwindigkeiten g(x) un­

t .er Beachtung der Randbedingun·g ( 3. 28) mit (3. 30} wär8n denk-. . . -- - . . ' . 

bar, .nu~ dürfte dann in.den ~6{tau~ meistcin Fällen die ex-
• '· t •. - • " • • • 

perimentel~e Erzeugung dcrselbe1, größte Schwierigkeiten 'berei-

ten. 

Die Schwingungen der sieb frei bewegenden Kette wurdenmtt •ei­

ner Schmalfilmkamera Bolcx- H· 16 <~eflcx ( Obj ekt.iv PAN CINOR, 

. , Brennweite 17-85 mm) in Zeitlupe mit 64} 98 Bilder/sec gefilmt .. 

Zum Vergleich a·~-i- the'oretisch orarbeiteten Er6 ebnisse mit den 

tatsächlich b_estehenden Verhältnissen wurden einzelne Film­

aufnahmen vergrößert und ·ausgemessen, wobei ein verti_kal ge­

spannt er · Dr1:3-ht nebGn der schwingenden_ Kette als Bezugsgerade 

diente~- Aus der Zahl der zwisch~n der vergrößerten Au:fnE:hme 

z.um Zeitpunkt Ti und der· entsprechenden .Aufnab!ne des An;fangs­

zeitpunktes r 
O 

liegendem ·Bilder lrnnn dann sehr leicht mit Hilfe 

I 
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' ' 1 

der Filmgeschv1indigkeit die dazugehörige Zef t · .\t ermittelt . wer--

den • . 
. ' ' 

In :.den Di.ag:rammen 1 ·bis ·18 ini Anhang dieses Berichtes sind für 
. ' . " . . . ... . ·. . - .· . . . - \ ' - . - . . -

versc,hiedene. Anfangszustände der sich mit konstanter Geschwin~ . 
• ··• 1 

. digkei t verlängernden •bzw, verkürzenden Kette die .. experimentell 

-be.sti~~t~n und die· .theoreti.sch berechneten Bewegungszuständ~ 

eingetl:'agen ~ Dabei ·: ?JUrde die graph:Ls'che Darstellung· so . gewählt' . 
da,ß .das K~ttenende . auf gleicher Höhe bleib.t und. da1:· ·sich die 

Eins;a;·nu~g mit .kqnsta~t~r Ge~chwindigk~it .nach oben oder unteri 
bewegt . (;ergl~i;he Absc;bni tt . 3). Außerdem· w~rden fur diese Bei..: 

spi~le die berßchneten Funktionen cp( z) in den Diagrammen 2, 6, · 
10 . und 15. dargestellt • . · 

' _:· 

Ein Verglet6h _d~r . experimentell ermittelten Auslenkformen der 

Ke:tte mit :a.en be;e_chneten K~rve~ zeigt eine große . Uecerein'st.ini- . 
• ' . ~ } ' • • . . . . . . . . ! . ' 

·mung der Ergebnisse. Die vorh_and.enen Abweichungen · haben· ihre . 

Ursache in der graphi~c~~n Auswertuni d~r Filmaufnah~eri~ in der . 

Ungl-eichf örmigkei t der Kettengeschwindigkeit . ('±3%) · und in der 
. . ' . . . 

' .. 
Schwi_erigkei t _, den. Anfangszeitpunkt 'f 

O 
mit. au_s_reiche.nder Ge_nau-

igkeit zu · ermitteln o . Größere Abweichungen zeigen sich im Dia~, 
' • ' • 1 • • • 

. gramm 180• Sie sind i
1
~ . w.esentlichen darin begründet, daß für 

diese kleinen Kettenlän.gen die Voraussetzung der k·leinen .Aus­

lenkungen gegenüber der :Kettenlänge nicht erfüllt· ist, so daß 

auch die . Differentialgleichung ( 2 .8) · nicht mehr das . genaue 

Sch~ingungsverhalten .der Kette zu diesen Zeitpunkten beschreibt. 
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. , 10. Lösun_g__9.es Problems durch R~J .hene11_tw]:c'klun_g . 
1 

.. : .- ~ '· 

·rn vielen· pr~kti_schen Fällen kann oftmals die Aufgabe darin . 

bestehen, für ~ine bestimmte Geschwindigkeit de1:~ K~tte _bzw. 

, der Einspannung. und für eine bestimmte Anfangslänge die Aus- ' 

.. : lenkfor~:- für die vers'chiedenartigsten Anf~ngszuständ·e zu e!'-

. mitteln. E~ -wä;e hierbei recht zeitraubend u~d kos'tsoielig, 

für jeden: interissierenderi . Fall. mit , Hilfe ,2iner elektroni'.schen 

Rechenanlage die' 'Lös ung~n ,zu bere~hnen. Im iolgende~ soll da­

her ,gezeigt werden, wie man . mit verhältnismäßig geringem .Auf­

wand ; die in erster' Linie. wesentliCh~ Funkti~n · cp(z) aus ,den ,An-• 

. fangsbedi:ogunggn bestimm.en kann • . , . 

Wir wollen dafür die Ausführungen vom Abschnitt · 5 verwende_n ,· . 
1 

in denen · dargelegt · wurde, .daß man die Anfangsbedingungen nach 

Bessel' s~h~n Funktionen nullter Ordnung rili t dem Argument x 
entwickeln kann ( Gleichung ( 5 .10 ), bis ( 5 .13}). Es konnte ge-

. . 

zeigt _ 'werden', daß für . die Anfangsbedingungen 

\ ~ - . . ( · .1: _>-a•=nt· yo~ \.. · ... 
. f (X) ::: ·c a n JO ) 

n=1 

. (10.1) 

g(x) •- 0 (10.2) 

·. 1 

im Intervall ·v =· 0 . 

(10. 3) 

die Funktion cp( z) · lautet 

(10.4) 

ro 
\ 

cp_( z) 1 \7 a cos ( . n . 27x1 cos e ) = -7t L-i ·n 1at": · n=1 
. 2 

(10.5) 
' ·., 1 
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.,· 

·- bzw. ' daß für den anderen Fall I 

_f(x) = 0 (10.6) 

(10.7) 

die' Funktion cp( z) im Intervall v = . 0 in der Form 
0:, .. A . 

cp(z) =:, -7t
1. g(at

0
), (z"7"t

0
) +_

1
1
1 
2 .• bn sin[ . ~"'J -(z~t

0
)] 

- J 1m.t , · 
n=1 · · uO .. -

. (10„8) 

,bestimmt ist ·; 

· ·Durch Superposition beider Ergeb_nisse erhält man den allgemei­

nen Fall der Anfangsbedingungen • 

. B<:rechnet man sich nunmehr für verschiedene Werte n die Fort- · . 

. sctzung .der Funl<tion 

· cp(z) 1 cos [ An 
(z to)] ·- 21,-1t a o 

(10.10) 

bzw. 

1 • [ 
'A . 

to)J cp(z) . = n (z - sin 27ät~ ·1t . 
(10.11-) 

und 

q,(z) - 2 fi'77 ' ' ß = - - X · COS 
1t ' ' 

(·1o.012) 

· im Intervall v - 0 über z itt
0 

.+
1

21.at
0

1 
hinaus, so erh ält' man 

damit den -Verlauf der Funktion cp(z) fur die Anfangsbedingungen 

(10.13) 
( 

(10.14) 

' \ 

' . ' 

\. 

I ' 
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· bzw. 

f ( X ) -':=:,, 0 

g(x) = J . . ... .. · O 

und f(x) ~ 0 

· g(x) == 1. 

64 -

. o X 

( 10. 15) 

(10.16) 

(10.17) 

(10.18) 

Unt.er Berücksichtigung; ·der Faktoren g(_a~
0

), an und bn könn~n 

diese · Ergebnisse superponiert werden, ~so daß man damit nähe- \ 

rungsweise durch Ueberlagerung für . gewisse vorgegebene .Anfangs­

bed'ingungen die Funktion cp( z) bestimmen .kann •. Die Berechmmg 

der Auslenkform kann dann, wie es im .Abschnitt 7 ausführlich 

dargel_egt wurde~ graphisch oder · analytisch vorgenommen werden. 

, 

Im Anha~g-dieses Berichts. wurden für den Fall 

to = 1 

urid a - 0;25 .;... 1 = 0,25 
·O 

in den Diagrammen 19 bis 22 · die Te'illösungcn · ~( z) für n = 1 1 -2, 3 
dargestellt. 

Soll dann beispielsweise fur die Anfangsbedingungen 

f{x) = 0,5 (0,25 - ~) 2 

o~·x~o,25 
g(x) -:- 0 (10.19) 

, ' die Funktion cp( z) ermittelt werden, so ergibt die Entwickllmg . 

nach Bessel'schen Funktionen nullter Ordnung gemäß den Glei­

chungen (5.10) bis (5 •. 13) 

f(x) = 0,026393 J
0

(4,81o·fx) · 

+ 0,006155 J
0

(11,040 -("i) 
- · O, 0030606 J

0 
( 17,308 fx1) + 

(10.20) 
... 

g(~) 0 • , (10. 21 ) 



- .65 

Im Diagramm 23 wurden die Ergebnisse sowohl a·er .Ueberlagerung · 

un'ter Berücksichtigung der. ersten drei Gleider der Reihenent­

wicklung als auch der exakten Berechnung mit Hilfe einer Re-
/ •. 1 

chenmaschine. dargestellt. Es zeigt .sich, daß die .Abweichung~n. 

nicht zu groß sind und erst für größere Zeiten ,t bedeutungsvoll 

werden. 

Im Diagramm 24 wurqen außerdem die -Auslenkformen der Kette für 

verschiedene. Zeitpunkte dargestellt. Dab.ei kann fesJgest ell t 
werden, daß auch die Ungenauigkeit zwischen den Auslenkformen, 

die aus der näherungsweise' _b~stimµiten, Funktion qi( z) berechnet 

wurden und denen, die aus der.exakten Funktion' cp(z) bestimmt 

wurden, sehr gering sind. 

11. Zusammenfassung 

· zusammenfassend kann al~o gesagt werden, 'daß .man die Bewegungs-
.. ' 

gleichung, der tran_sversalen Schwingungen einer herabhä:ngeriden 

schweren Kette _in geschlossener Form mit dem bestimmten Inte­
gral · 

1t ' 

y'(x,t) = J[cp(t+2Gcos0) + '1'(t+2f?c.c'os0)ln(1i'_s±~2e)]a.e '(11.1) 
. '' .0. ' ' ' 

,- = Zeit .,. -r-_g, ' t = , Te 

lösen kann, wobei diese Lö·sun~ natürlich ftir alle Rand- und An­

fangsbedingungen· gilt. An Ha:hd des Beispiles einer frei herab­

hängenden Kette, deren Länge.' sich mit. konstanter- Geschwindig­

keit c ·( a = c/{g) v~rg-rößert bzw. v·e~kleinert; ·wurde gezeigt, . ' ' 

wie man· diese ·allgemeine '.Lösung d_er Differnetialgleichung· den, 

g~gebeneh . Ra~d- und .Anfangsbedingungen anzupassen hat •. 

_.Aus der Randbedingung für das freie Ketten~nde konnte herge;­

·leitet,·werden; daß die Funktion 'f•= 0 sein muß. Im folgenden 

mußte daher qie im wesent~ichen interessierende Funktion 
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cp(z) = cp ( t + 2 rx cos 0) · (11.2) 

· .. : .. 

. . 1t . ' . 

·- f cp{t + 2 ,x cos : e )ae (.11. 3) 
. 0 , 

,~5.: §U.S der ,Randbedingung' :an der ·oberen 1 Einspannung und aus den 
:iJ>;·:Ailfangsbedingungen bestimmt werden. 

Fü~ das Integtal (11.3) konnte eine anschauliche Deutung· ge­

funden. werden; die ·zu · einer bedeutenden Vereinfachung der ge­

s.tell ten .Aufgabe führte. 
' .\ 

1 Es .konnte dann· gezeigt werden, daß man die Funktion cp(z) 
\ 

in !.· 

~in~m erste~ Intervall 

.eindeutig a'us· den Anfangsbedingungen best-imme·n kann. 

ausgehend ~uß dann die Fortsetzung der · Funkt:lon cp(z) 
z ? t

0 
+ 2 / at

0 
allein ~us der Randbedin~u:ng . . ) 
f 1t 

= 
0 
f cp(t+21at cos A)dS = 0 t ~ t 

0 

(11.4) 

Davon , 

für ; . 

(11.5) 

berechnet werden~ Es.wurde dafür ein Differenzenverfahren ent­

wickelt, das besonders für die •Programmierung einer digita­

len Rechenmaschine ,geei·gnet i ·st. · 

Das Differenzenverfahren und die anschließende Berechnung 

··aer Auslenkung y(x,t) für vorgegebc.:ne· t1•ert0 t und x aus. de:i;-

. durdh Geraden stücke dargest.ellten Funktion cp( z) wurd.en für . · 

die Rechenanlage Zuse Z . 23 im Freiburger Code programmiert·. · · 
! . . · • \. 1 ' 

Anscpl1e.B.end_ wu~den damit eiD:ige Beispiele für. . dlile unter-
schiedlichsten Anfangsbedingungen-berechnet • 

. - . / . 

Zur Ueberprüfung dies.er Ergebnisse wurden relativ · einfache 

. Versuche dµrchgeführt. Ein anschließender Vergleicli der tht"o­

retisch ermittelten Schwingungsformen mit den experimentell 

bestimmten Auslenkformen zeigte eine große Uebereinstimmung 

der Resul täte. 
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:Ws sei hier noch besonders darauf hingewiesen, daß sowohl die 
anschauliche Deutung d.es Integrals (.11. 3) als auch die Aufspal­
tung des Einflußes der Rand- ubd Anfangsbedingungen auf die Er-

, \ 

rnittlung der-Funktion cp(z) für jedes beliecige Bewegungsgesetz 
der Einspannung gilt. Es ::.. ·t also im Prinzip möglich, auch die 
.Schwingungen dieser Systeme mit dem in dieser 1-i.rbei t angegebeBen 
Berechnungsverfahren zu bestimmen. 

Reßultierend aus di&sen Ergebnissen ergeben sich ~ber noch.eine 
große .Anzahl 'weiterer Probleme, die in diesem Zusammenhang von 
größtem Interesse sind. Besonders sei auf die·Fra'ge der Btabi­
lität solcher Bewegungen hingewiesen. In Schachtförderanlageu 
im Bergbau und · bei Liftcn treten verschiedentlich Probleme auf, 

' 
die durchaus ihr8n Ursprung in eventuell vorhandent;n Instabi-
litäten der transversalen Schwingungen der Tragseile haben kön-

' . nen. liußerdem ist auch die Vercindung .des .bezeichneten Problem-
kreises zur Charakterisikentheorie von großem Interesse. 

1 • 

/·· , 

, 1 
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